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随 闭 近代 物理 学 和 数学 的 发 展 , 早 在 1834 年 由 英国 著名 
科学 家 Russell AMA MLE R ATZERET AT 
极 大 的 关注 和 兴趣 。 现在 从 数值 计算 、 理 论 分 析 和 物理 实验 
等 方面 都 已 经 证 实 ， 一 大 批 非 线 性 进化 方程 都 存在 着 孤立 子 
解 。 这 些 孤 立 子 间 的 相互 作用 具有 非常 奇特 的 现象 ， 珀 立 子 
具有 稳定 的 波形 。 这 些 新 现象 被 利用 来 解释 物理 上 出 现 的 一 
些 新 间 题 . 在 数学 上 ,也 出 现 了 散射 反 演 、 延 拓 结 构 、Bicklund 
变换 等 一 些 精确 求解 非 线 性 进化 方程 特 解 的 新 方法 ， 并 已 逐 
步 形成 了 较为 系统 的 有 关 孤 立 子 问题 的 数学 理论 ， 

写 这 本 书 的 主要 目的 是 想 对 孤立 子 的 基本 问题 和 它 的 数 
学 物理 方法 作 一 简要 的 介绍 ， 除 了 有 关 孤 立 子 问题 的 最 基本 
的 知识 和 概念 外 ， 也 介绍 了 一 些 有 关 这 一 研究 方向 的 最 近 发 
展 概 况 和 最 新 成 果 。 我 们 希望 这 将 有 助 于 读者 从 浩瀚 的 著作 
和 文献 中 , 理 出 一 些 虽 然 比 较 粗 但 却 足够 明晰 的 线条 ,从 而 当 
读者 对 某 一 方面 的 问题 发 生 兴 趣 时 ， 就 可 在 查阅 有 关 参 考 文 
献 的 基础 上 开展 研究 工作 . 

下 面 简要 介绍 本 书 形 成 的 始末 。1978 年 , 作者 之 一 编写 
ТЕ “Кау 方程 和 孤立 子 ” 的 讲义 。1979 年 在 全 国有 限 元 
和 孤立 子 会 上 ,会 议 领导 小 组 冯 康 、 张 学 铭 、 履 规 彰 、 李 晴 神 等 
同志 认为 需要 有 一 本 介绍 孤立 子 的 书 ， 并 把 编写 此 书 的 任务 
交 给 了 作者 .此 事 还 得 到 了 科学 出 版 社 同志 的 积极 支持 .于 是 
作者 便 在 “讲义 ”的 基础 之 上 开始 了 撰写 工作 ,进一步 查阅 了 
有 关 资 料 , 增加 了 原 “ 讲 义 ” 的 内 容 , 补充 了 最 新 的 一 些 文献 ， 


并 在 数学 方法 和 物理 内 容 的 结合 上 ， 作 了 一 次 新 的 尝试 。 但 
由 于 有 关 孤 立 子 的 理论 问题 涉及 的 知识 十 分 广泛 ， 且 限于 作 ， 
者 的 水 平 ,因此 书 中 难免 存在 不 要 或 错误 之 处 , 敬 请 读者 予以 
指正 ， 
最 后 ,我 们 要 特别 感谢 层 规 影 同志 * 他 对 编写 本 节 给 予 了 
始终 如 一 的 关心 和 政情 帮助 ,并 提出 了 许多 宝贵 的 意见 ， 
: 作者 - 
1984 年 2 月 于 北京 
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第 一 章 ж 论 


第 一 节 ”孤立 子 的 由 来 


1834 年 英国 科学 家 Scott Russell 偶然 观察 到 了 一 种 奇妙 
的 水 波 ，1844 年, 他 在 《英国 科学 促进 协会 第 14 届 会 议 报告 》 
上 发 表 的 《 论 波 动 》 一 文中 ,对 此 现象 作 了 生动 的 描述 :“ 我 观 
察 过 一 次 船 的 运动 ， 这 条 船 被 两 匹 马 拉 着 沿 狭 窗 的 运河 迅速 
前 进 着 , 罕 然 , 船 停 了 下 来 , 而 被 船 所 推动 的 大 堆 水 却 并 不 售 
IE ,它们 积聚 在 船 头 周围 激烈 地 扰动 着 ,然后 水 浪 突 然 呈 了 现 出 
一 个 滚圆 而 平滑 、 轮 廓 分 明 的 巨大 孤立 破 峰 , 它 以 巨大 的 速度 
向 前 滚动 着 ， 急 速 地 离开 了 船 头 ， 在 行进 中 它 的 形状 和 速度 
并 没有 明显 的 改变 ， 我 骑 在 马上 紧 眼 着 观察 ， 它 以 每 小 时 约 、 
八 , 九 英 里 的 速度 党 党 向 前 ,并 保持 长 约 30 XE RES 1—15 
英尺 的 原始 形状 ， 渐渐 地 它 的 高 度 下 降 了 ， ЕВ 1 一 2 
英里 后 , 它 终 于 消失 在 透 途 的 河道 之 中 ”。 这 就 是 Russel W 
察 到 的 奇特 现象 ， 进 而 他 认为 这 种 弧 立 的 波动 是 流体 运动 的 
一 个 稳定 解 , 并 称 它 为 “孤立 波 ”。 Russell 当时 未 能 成 功 地 证 
明 并 使 物理 学 家 们 信服 他 的 论断 ， 从 而 埋怨 数学 家 未 能 从 已 
知 的 流体 运动 方程 预言 出 这 一 现象 ， 之 后 有 关 孤 立波 的 问题 
在 当时 许多 物理 学 家 中 引起 了 广泛 的 争论 。 直到 60 年 后 的 
1895 ££, Korteweg, de Vries WAT KERES) s ERN 
BARIER BUE F , EM T ARADR ВЧ gs 3 E 


Bn 3 [г Ә [1 2" 1 05 
б=т үт +з°1+з ва) QD 


这 里 ,3 为 波峰 高 度 ，! 为 水 深 , 8 为 重力 加 速度 , a,o р 
数 。 他 们 对 孤立 下 现象 作 了 较为 完整 的 分 析 ,并 从 方程 《1.1) 
ЖШ Y E Rused) 描述 一 致 的 ， 即 具有 有 形状 不 变 的 脉冲 状 的 
ЭКЕ Е, МТО ЕЕЗ ГРАО АЈ ТЕЕ, ПОНЕ 
是 否 稳 定 ? АКЕНИ АВЕ EJE? 这 些 问题 一 直 设 有 
得 到 解答 ,以 致 有 些 人 怀疑 , 认为 方程 《1.1) 是 非 线 性 偏 微 分 
方程 ， 解 的 又 加 原理 不 满足 ， 磁 撞 后 两 个 孤立 波 的 形状 很 可 
能 会 破坏 殉 尽 。 这 种 观点 致使 有 不 少 人 认为 这 种 波 “不 稳 
定 ”, 在 没有 新 的 发 现 之 前 ,孤立 波 处 于 长 期 被 埋没 之 中 ， 

另外 一 个 问题 是 , 象 Russell 讲 的 这 种 孤立 被 是 否 在 流体 
力学 之 外 的 其 他 物理 领域 中 出 现 呢 ?在 二 十 世纪 的 初叶 这 也 
是 使 人 近 摸 不 定 的 问题。 一 直到 五 十 年 代 , 由 于 Fermi, Pasta 
和 Ulam 的 工作 , 才 出 现 了 新 的 局 面 。 他 们 将 64 个 质点 用 非 
线性 弹簧 连 了 立成 一 条 非 线性 振动 萌 ， 初 始 时 这 些 谐振 子 的 所 
有 能 量 都 集中 其 一 ,其 他 63 个 的 初始 能 量 均 为 堆 ， 按 照 经 典 
的 理论 认为 : 只 要 非 线 性 效应 存在 ,就 会 有 能 量 均 分 ,各 态 历 
经 等 现象 出 现 , 即 任何 微弱 的 非 线 性 相互 作用 ,可 导致 系统 由 
非 平衡 状态 向 平衡 状态 过 渡 。 但 实际 计算 的 结果 却 使 他 们 大 
le 一 惊 , 见 上 述 达 到 能 量 平衡 的 观念 是 错误 的 。 实 际 上 ,从 图 
1-1 可 以 看 到 , 经 过 很 长 时 间 以 后 ,几乎 全 部 能 量 又 回 到 了 原 
先 的 初始 分 布 , 这 就 是 著名 的 FPU 问题 。 当时 由 于 只 在 频 
率 空间 来 考察 ,未 能 发 现 孤 立波 解 ,所 以 该 问题 未 得 到 正确 的 
解释 ， 后 来 人 们 把 晶体 看 成 具有 质量 的 弹簧 拉 成 的 链条 ， 并 
近似 模拟 这 种 情况 ，Toda 研究 了 这 种 模式 的 非 线 性 振动 , 果 
然 得 到 了 孤立 波 解 ,使 FPU 问题 得 到 正确 的 解答 ,从 而 进 一 
步 激 起 了 人 们 对 弧 立 玻 研 究 的 兴趣 ， 

随后 ，1962 年 Perring 和 Skyrme 将 Sine-Gordon 方程 
用 于 是 究 基 本 粒子 时 ， 数 值 计 算 结 果 表 明 : 这 样 的 孤立 波 并 


T Ec) 
图 1-1 FPU HAER ЕКЕ ЗР E Ku ВА F oky. 


不 散 开 , 即 使 两 个 孤立 波 碰 撞 后 也 仍 保持 原 有 的 形状 和 速度 , 

1965 年 美国 著名 科学 家 Zabusky 和 Kruskal 用 数值 模 
氢 方 法 详细 地 考察 了 等 离子 体 中 孤立 子 碰撞 的 非 线 性 相互 作 
用 过 程 ,得 到 了 比较 完整 和 丰富 的 结果 ,并 进一步 证 实 了 孤立 
子 相互 作用 后 不 改变 波形 的 论断 。 他 们 的 这 些 结果 使 和 人们 感 
到 惊喜 ， 

由 于 得 到 的 上 述 结果 ， 以 及 在 许多 物理 模型 中 相继 发 现 
都 存在 这 种 碰 接 后 具有 不 改变 波形 的 稳定 的 孤立 波 的 事实 ， 
从 而 使 许多 物理 学 家 和 数学 家 对 此 产生 了 极 大 的 兴趣 和 注 
章 ,开始 掀起 了 对 孤立 子 问 题 研究 的 热潮 ,并 逐步 形成 了 较为 
完整 的 孤立 子 理论 ， 

那么 ， 究 竟 什 么 是 “孤立 子 ” 呢 ?通常 我 们 把 非 线 性 发 展 
方程 的 局 部 行 波 解 , 称 为 “孤立 波 ”"， 所 谓 “ 局 部 的 ”, 是 指 微分 
方程 的 解 在 空间 的 无 穷 远 处 趋 于 零 或 确定 常数 的 情况 。 我 们 
fex 25 E 5E RO E , RU S pl BE ЕНЕ АНУ, Ж. АЛА ЖП HI D 


. 3 ж 


形 和 速度 也 不 会 改变 或 者 只 有 微弱 的 改变 〈 就 像 避 见 的 两 个 
粒子 的 碰撞 一 样 ) 的 孤立 波 称 为 ДР”. 但 也 有 个 别 的 文 
章 和 书 把 狐 并 子 和 抓 立波 混为一谈 . 

在 物理 上 ， 也 有 把 孤立 子 定义 为 经 典 场 方 程 的 一 个 稳定 
的 有 限 能 最 的 不 弥散 的 解 , ПДД р(х, г) 表示 扳 立 于 的 
能 量 密度 , 则 有 


0 < H = | ole, dre < 十 co (其 中 必 为 空间 的 维 数 )， 
lim max р(х, t) = (HHE x) 
RHEN, DLu T SDEREESSBERXME. — НВА ае “H 
№”, 即使 在 运动 或 碰撞 中 , 它 也 不 受到 破坏 。 对 于 一 大 批 非 
线性 被 动 方 程 和 方程 组 ， 它 们 的 孤立 子 一 般 上 其 有 可 图 1-2 中 
(a), (b), (c), Cd) 四 种 形状 ,分 别 叫 钟 型 (或 波 包 型 八 油 旋 型 
CREA MERR EAEC R). 


$8) 


(с) (4) 


图 1-2 METEM, 
pE) ERTER, Š = * 一 ш (и ERRAR). 


李 政 道 等 人 基于 对 基本 粒子 的 研究 ， 又 把 现 有 的 孤立 于 


* á c 


M mdi 


分 成 二 类 :拓扑 性 孤立 子 和 非 折 扑 性 孤立 子 ， 关 于 它们 的 定 
义 及 详细 情况 我 们 将 在 第 十 章 专 门 来 阐述 ， 并 对 李 政 道 等 人 
对 非 拓 扑 性 孤立 子 的 研究 工作 作 一 简要 的 介绍 ， 


第 二 市 Кау 方程 及 其 孤立 子 解 


如 前 所 述 ,1895 年 Korteweg 和 de Vries 建立 了 浅水 波 
方程 (1.1), 我 们 对 它 稍 作 改 变 , 可 得 如 下 形式 
и, + ин, + uu... == 0 (2.1) 
Жа, k z Еа, жес оњ, Е и —u, x 一 
—х, t— t, 则 人 (2.1) 可 变 为 
н, + ИН — BH... == Ü (2.2) 
因此 恒 可 设 a> 0. 人们 将 (2.1) 称 为 KdV 方程 , 
. Ф u(x,t) = «(E),E = x — Di, D = const, 代 人 (2.1), 
并 对 积分 二 次 可 得 
nu x) =t? -+ Зри? + 642 + 65 = f(4) (2:3) 
其 中 , A, В 为 积分 常数 ， (2.3) NH f > 0 BF STRE RE 
实 的 (pg > 0), WF fu) 仅 有 一 个 实 根 , 则 它 是 无 界 的 。 现 
在 我 们 设 函 数 Ка) 有 三 个 实 根 , 即 f(u) = —(и 一 c)(u 一 
c;)(u — cx), 其 中 €, < £3 < су, 由 此 推出 ， D == i + 
€; + єз), А = 3 (сс; + cox + 60), B = A ci, РАЎ 


Ku) 的 一 般 形式 如 图 1-3 中 的 曲线 4 所 示 。 (2.3) 的 精确 解 
能 表 为 稚 可 比 顶 圆 函数 


и == u(x, t) = а + (e, 一 єа)є» К; 12n 


тїз una are 一 ”一 一 ——c3 


图 1-3 


|. 一 ú (c, + c; + о] (2.4) 


其 中 , 中 一 (ce 一 2) (сз 一 c1)， 周 期 波 列 方程 (2.4) 通 常 被 
称 为 “Cnoidal” 波 , 因 函 数 cn 的 实 周 期 为 2K, K 为 第 一 类 酉 


圆 积分 ,因此 “Cnoidal” 波 的 周期 为 T, 一 4K4/—  —. 
当天 一 0 时 ，cn(E，0) 一 cosg， 此 时 方程 式 (2.3) 具有 
振动 解 | 


_ P -一 "i 1 ! 
ц = с + acos [ A Y ds PET (e, + ca 十 | (2.5) 


а са єс ex — € 
其 中 ， 5 


K= 1 l, cn(E,1) = sechE; 即 当 c;— e, Bj, im Hg 
1-3 中 曲线 В, 此 时 周期 变 成 无 穷 大 ， 得 到 KdV 方程 (2.1) 
t$ DLRSR ETE | 


Сз €, 1 Y 
и = c, + (cs, — ci)sech' | мы ‚ч 
2.6) 


XE с, = ue съ c = a, 则 (2.6) 变 成 ` 


и == и. 十 asech’ |J nz Ë: -一 (uu + >) ) (2.7) 
ЖХ, и. ERELTI, s 表示 孤立 子 的 振 E. 
从 (2.7) 可 以 看 出 ,这 种 孤立 波 的 相对 于 均匀 态 的 速度 , 是 正 
比 于 振幅 的 ,而 臣 的 宽度 反比 于 振幅 的 平方 根 , 且 振幅 与 均匀 
BEX. 若 we 一 0, p= 1, 则 从 (2.7) 可 得 


u(x,t) == 3Dsech dt (x — рг): (2.8) 


如 图 1-4 所 示 ， 


现在 不 断 发 现 ， 相 当 广 泛 的 一 批 描述 弱 非 线性 作用 下 的 
流动 方程 和 方程 组 ， 在 长 波 近 羽 和 小 的 且 为 有 限 的 振幅 假定 
т.а Кау Jg. (iA: CD) 冷 等 离子 体 的 磁 流 


波 ; (4) 在 弹性 杆 中 的 纵向 色散 波动 ;(5) 在 液 , 气 两 种 混合 态 


的 压力 波 运 动 ;(6) 在 一 个 管 底下 部 的 流体 的 转动 ;(7) 在 低温 
下 非 线 性 晶 格 的 声 子 波 包 的 热 激发 等 。 


- - — s vT L.I. e M Bh = = —Ó = 


第 三 节 ” 非 线 性 Schrödinger 方程 及 其 他 一 些 


非 线 性 进化 方 竹 的 抓 立 于 解 
立方 非 线性 Schrödinger 方程 为 
їн, Аи. і унн = 0 (3.1) 
或 更 一 般 的 形式 
и,— Yu, = Хи — Plulw (3.2) 


其 中 ， B = Ë, + ifa У = т, + у, ї 一 一 1， Ba B To Ts 
x, v 均 为 实 常数 。 在 许多 物理 问题 中 均 发 现 此 类 方程 。 例 
如 ,在 细 东 流 ( 非 线 性 光学 ) 中 ,有 方程 


2: P» + viy + à ly = 0 (3.3) 
fiy 
Rub. vè -2+ T$. m = 0 为 平面 ; m = 1 为 柱 对 称 ， 


ро ae, 9 — kz — wt sns г), RARA, n= i 
n, 十 > ma, 对 于 二 维 流 ， 有 方程 


Е jelly к —2kiy, — Pr: Wyy (3.4) 
no 


其 他 如 : 等 离 予 体 的 Langmuir 波 ;一 维 单 色 波 的 自 调 制 ; 二 
维 定 态 平面 波 的 自 聚 焦 ; 在 非 相对 论 下 , 超 导 电 子 对 在 电磁 场 
中 运动 的 Ginzbug-Landau 方程 等 均 可 用 非 线 性 Schrödinger 
方程 来 描述 ， 
现 考虑 方程 (3.1) 的 行 波 解 。 令 
u(x,1) = e" (E), E = x — D! 

其 中 ， r, 均 为 待定 常数 ，D 一 const， 将 此 * 的 表达 式 代 人 
(3.1), 可 得 "的 常 微 分 方程 


图 1-5 


РСФ) = — " Ф' + - (Di — 2D,D,)?? + C 


# C-—0, Di— 2D.D, > 0, 0 = 0 为 &(0) = 0 的 二 重 


Di — 2DiD， 
根 ,还 有 二 个 根 为 由 一 +Ф,, ENTE 此 时 


Ф = Pech Hz Qux 一 Da) 


如 图 1-5 所 示 。 ШЖ Р(Ф) < 0, , 则 不 可 能 有 行 波 解 。 Ж 
C = 0, 则 当 P (Di— 2D] + 2vC > 0 或 


— z == DAR 


ü 1-6 


= 10 • 


图 1-5 


РСФ) = — " Ф' + - (Di — 2D,D,)?? + C 


# C-—0, Di— 2D.D, > 0, 0 = 0 为 &(0) = 0 的 二 重 


Di — 2DiD， 
根 ,还 有 二 个 根 为 由 一 +Ф,, ENTE 此 时 


Ф = Pech Hz Qux 一 Da) 


如 图 1-5 所 示 。 ШЖ Р(Ф) < 0, , 则 不 可 能 有 行 波 解 。 Ж 
C = 0, 则 当 P (Di— 2D] + 2vC > 0 或 


— z == DAR 


ü 1-6 


= 10 • 


H. C < 0, Mj p( 0) ff š + Ф,, +0, 如 图 1-6 所 示 。 此 时 
积分 为 椭圆 函数 


ноо 
其 中 , MARY sn 具有 той, = 1 一 3. 
其 他 如 著 写 的 Sine-Gordon 方程 | 
ни — иу. + sinu (3.15) 


有 孤立 子 解 

u == 4tg^ (E (1 — D) E(x — Di] (3.16) 
当 花 括号 内 外 均 取 正 号 时 ,表示 从 Ф = r = — oo) F] Ф= 
2x(x = 十 00) 的 正 扭 结 ; 花 括号 内 外 均 取 和 负 号 时 ,表示 从 
Ф = —2x(x = — 00) #| Ф = 0 (x = +оо) 的 正 扭 结 ; 当 
花 括 号 内 外 取 异 号 时 , 则 表示 反 扭 结 , 如 图 1-7 所 示 ， 


图 1-7 | 

具有 和 孤立 子 解 的 其 他 非 线性 进化 方程 还 有 许多 ， 例 如 非 
线性 Klein-Gordon 方程 ,Toda 非 线性 晶 格 方程 , 铁 磁 链 方程 ， 
非 线性 电 Tw i Ti 程 Boussinesq 方程 ， Hirota 方程 ， Вогп- 
infeld ' 方程 等 。 | 


Бп ”孤立 子 的 实验 观 案 及 应 用 


孤立 子 的 客观 存在 性 早 为 Russell 对 水 波 的 观察 所 证 


+ 1» 


实 , 除 了 数值 计算 得 出 的 孤立 子 形象 外 ,还 在 实验 中 不 断 地 观 
察 到 。 例 如 ， 在 七 十 年 代 初 ， 站 ezi，Taylor 和 Baker SE A SE 
在 水 箱 实 验 中 亲眼 看 到 浅水 波 的 KdV 型 孤立 子 的 传播 。 并 
和 电子 计算 机 的 计算 结果 一 致 ， 在 激光 打靶 中 ， 大 们 也 观察 
到 由 于 击 场 出 现 的 锅 旋 性 孤立 波 的 传播 以 及 注 光 兴 东 在 非 线 
性 介质 中 目 聚 焦 时 产生 的 释 立 于， 最 近 美 国 新 祥 西 州 衙 尔 姆 
代 见 尔 电 话 实 验 室 的 L. Е. Mollenauer, R. Н. Stolen 和 J. 
P. Gordon 在 石英 蕊 光纤 材料 中 观 昧 到 了 沧 脉 冲 型 孤立 子 的 
传播 ,这 个 结果 与 J. Satsuma, N. Yajima ЮЖ {НТ EL ES НЕН 
We. 

另外 , 超 导 的 Josephson 效应 ,是 当代 物理 学 和 电子 技术 
中 极为 注意 的 课题 之 一 ， 在 构成 Josephson 结 的 两 块 超 导 材 
料 中 , 超 导 电 子 对 波 函 数 的 位 相差 ?满足 Sine-Gordon 方程 ， 
采用 带 有 Josephson 隧道 结 分 路 的 超 导 传 输 线 证 实 了 孤立 于 
解 的 存在 性 ， 

利用 孤立 子 的 理论 , 已 经 成 功 地 解释 了 在 激光 打靶 中 多 
年 来 用 经 典 理 论 未 能 解释 的 密度 坑 问 题 以 及 红外 线 外 移 问 
题 。 最 近 ， 美 国 贝尔 实验 室 已 研究 使 用 孤立 变 来 改进 信号 传 
输 系统 ,提高 其 传输 率 , 即 在 传输 中 使 之 具有 不 损失 波形 ,不 
改变 速度 、 保 真 度 高 ,保密 性 好 等 优点 。 他 们 宣称 在 其 光纤 维 
的 孤立 波 传输 实验 中 已 取得 了 可 嘉 进展， 这些 实 践 工 作 无 疑 
会 推动 孤立 子 理论 研究 工作 的 开展 ， 并 使 得 具有 更 为 坚实 的 
AE fill. 


"his {ДЛТ ВЕР [р] ДЫЛ A 


НРУ {Е КАЕШ На, ЯШ 
共同 的 特征 ,因而 已 引起 许多 物理 学 家 的 兴趣 ， 他 们 项 遍 利 


了 


用 了 弧 立 子 理论 来 研究 等 离子 体 物理 、 基 本 粒子 物理 和 凝 豪 态 
物理 中 某 些 难以 解决 的 问题 ， 以 及 物质 非 线性 作用 下 的 运动 
规律 等 ， 从 数学 方面 来 看 ， 已 经 发 现 一 大 类 非 线 性 进化 方程 
具有 孤立 子 解 ， 而 且 这 些 具有 孤立 子 解 的 非 线 性 进化 方程 具 
有 一 系列 重要 而 共同 的 特征 。 它 们 具有 无 穷 个 守恒 律 ; 有 化 
为 线性 方程 求解 的 解析 解法 一 一 散射 反 演 法 ; 存在 Bäcklund 
变换 ; 完全 可 积分 等 ， 对 于 这 些 重 要 特征 的 相互 关系 也 作 了 
一 些 研究 。 在 数学 方法 上 ， 也 出 现 了 许多 独特 的 分 支 ， 借 助 
于 常 微分 方程 边 值 问 题 和 Гелыранд-Марченко 积分 方程 的 
求解 建立 起 来 的 散射 反 演 法 ,经 Lax, Захаров, Шабат, AKNS 
等 已 发 展 成 为 一 种 求解 一 类 相当 广泛 的 非 线性 进化 方程 的 有 
用 方法 ; 借助 于 某 些 函 数 变换 ，Bicklund 变换 ，Hirota 变换 
也 找到 了 一 大 批 孤 立 子 解 ; 借助 于 外 微分 形式 方法 和 李 群 建 
立 起 来 的 延长 结构 法 为 求解 非 线性 进化 方程 和 深入 研究 散射 
反 演 法 提供 了 一 个 强 有 力 的 工具 .为 了 考察 孤立 子 的 稳定 性 
和 相互 作用 ， 一 大 批 非 线 性 进化 方程 的 数值 计算 方法 也 随 之 
应 运 而 生 并 取得 了 很 大 的 发 展 ， 可 以 毫 不 夸张 地 说 ， 目 前 孤 
立 子 理论 问题 的 研究 已 成 为 一 门 新 兴 的 应 用 数学 学 科 ， 它 吸 
引 着 成 千 上 万 的 数学 工作 考 ， 因 此 这 方面 的 研究 必 将 大 大 地 
促进 微分 方程 、 泛 函 分 析 、 群 论 、 同 伦理 论 和 拓扑 学 等 数学 
分 支 的 发 展 ， 目 前 的 孤立 子 理论 研究 工作 已 取得 了 重大 的 进 
展 ,特别 是 一 维 同 题 , 现 正在 向 更 加 深入 、 更 加 本 质 方 回 发 展 , 
目前 的 发 展 趋势 , 一 是 向 多 维 方面 发 展 , 多 维 散 射 反 演 法 ,多 
Hk Bäcklund 变换 , 多 维 孤立 子 , 多 维 解析 求解 和 数值 计算 等 
均 已 得 到 一 些 成 果 。 二 是 正在 向 非 线性 耦 含 的 进化 方程 组 方 
向 发 展 , 例 如 ,考察 在 等 离子 体 物理 中 非 完全 可 积分 系统 的 孤 
立 子 。 虽 然 这 些 方面 的 问题 是 比较 难 的 ， 目 前 得 到 的 成 果 也 
较 少 ;但 也 正 是 大 有 可 为 的 ， | 
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第 二 章 ”散射 反 演 方法 


第 一 节 引 B 


随 着 孤立 子 理 论 的 形成 和 发 展 ， 散 射 反 演 法 已 成 为 扳 立 
子 和 相当 广泛 的 一 大 批 非 线性 进化 方程 精确 求解 的 一 种 极其 
重要 的 方法 ， 它 在 孤立 子 理论 中 占有 重要 的 地 位 。 这 种 方法 
最 主要 的 特点 和 优点 是 ， 对 于 这 批 相当 复杂 的 非 线 性 方程 可 
通过 组 合 若干 个 线性 方程 而 精确 地 求解 ， 近 十 多 年 来 ， 这 种 
方法 已 和 随 之 发 展 起 来 的 求 孤 立 子 解 的 其 他 方法 ， 如 Bäck- 
lund 变换 、Hirota 方法 、 延长 结构 法 等 相互 促进 ， 并 逐步 完 
善 , 这 种 方法 最 早 由 GGKM 在 KdV 方程 中 发 现 ,后 经 Lax, 
Захаров, Шабат, AKNS 等 人 把 它 推广 到 一 大 批 很 广泛 的 非 
线性 进化 方程 (其 中 包括 方程 组 和 高 维 情况 ) 中 去 ， 使 它们 成 
为 线性 精确 求解 的 一 种 比较 普遍 的 方法 .最 近 , 又 把 它 和 微分 
方程 的 定性 理论 联系 起 来 ,开展 了 很 好 的 工作 ,为 微分 方程 理 
论 的 研究 开 如 了 一 个 新 的 途径 .在 这 一 章 里 ， 我 们 将 介绍 散 
射 芭 演 法 的 重要 概念 ， 它 的 最 基本 的 内 容 以 及 一 些 最 新 研究 
成 果 , 并 提出 一 些 尚 待 解 决 的 问题 ， 


第 二 节 Кау JERBO KEA 
我 们 知道 ,对 于 Burgers 方程 


и, F wu, — zu. == 0 (a > 0) (2.1) 
用 著名 的 Hopf-Cole Ej RG 


Ш = — 2a i. (2.2) 


可 将 它 化 为 未 知 函 数 w 的 线性 热传导 方程 
ш, == Cyr (2.3) 
且 原 来 方程 的 解 有 表达 式 
н(х,г:) = J; чс exp| — GE 
чое] ml- e 
一 » f «(nat dH (2.4) 


其 中 ,wtx) ХАЛВА, н |, == wo(x)， 当 a 一 0 时 ,可 证 它 
趋 于 所 线性 双 曲 型 方程 | 
и, і uu, = 0 (2.5) 
АГ ХА. ЧТ кау 方程 是 否 有 类 似 (2.2) 的 变换 ? 现 考虑 
如 下 形式 的 Кау 方程 | 
oW, бии. + Wrrr == 0 _ (2.6) 
Фит +оо. БА, ШЕШЕ u(r, г) RFEA 
函数 , 则 它 是 未 知 函 数 v(x, 1) 的 Riccati 方程 , 作 变 换 v 一 
由 :| 中 , 则 可 得 到 一 维 的 Schrödinger 方程 
d. — (u — А)ф = 0 (2.7) 
Жа, Фф AERAR, н 为 位 势 , А 对 应 于 能 谱 ， 我 们 注意 到 ,这 
里 的 函数 *, 不 仅 依 赖 于 *, 而 且 还 依赖 于 参数 :, 因 此 ,一 般 地 
说 来 ФМА 也 依赖 于 参数 :。 我 们 知道 ,如 果 Кау 方程 的 
解 是 光滑 的 ,有 界 的 , B |х| — oo METE, WA Schri- 
dinger 方程 (3.2) фа 二 0 时 有 有 限 个 离散 谱 ，l。 一 
—&Ъ(т = 1,2,3 N); 全 0 为 连续 谱 ，14 一 А( —оо < 
k< 00 ,上 为 实 的 )， 对 于 固定 的 г, 我 们 定义 (2.7) 散 射 问题 
. 16 • 


的 解 满 足 边界 条 件 
Ф(х, Қ, г) ~ e kt + b(k, tjet, x — +o 


dx, К» z) alkst je", х — — 00 em 
并 且 它 的 有 界 态 的 解 满足 边界 条 件 
Ф„(х, КыСг), t) ~ снин), Imt, x — 400 
кф kaz), г) ~ em", ¿sia t) 


其 中 ， Ь(Җ, t) 称 为 反射 系数 ， a(k, 1) 为 罕 透 系数 ,cnw 2 E 
碱 因 于, 且 


| ‚лез a (2.10) 
如 图 2-1 所 示 ， 


图 2-1 


散射 问题 的 “ 正 ” 提 法 是 ， 给 定位 势 #, 导 求 散射 参量 fn， 
Ems a(k), OCR), RERA Ф. ИЕН Б ВСТА 0: #8 
定 散射 量 Amo сь, РСА), WES н, ЖР Schrödinger 方程 
(2.7) Фи ЕНА DLE BH Et BJ K SR ID РАЈН: 
ЖАЯ Ар {у e 为 


| ws, 1) = —2 2 KG 131) (2.11) 


a MH + 


coo—À——zg9 MÀ 2+ су. 


其 中 ,KK 满足 如 下 的 TJIM 积分 方程 : 
Kec ЛЕШЕ q s uya N BO + z, f) 
i Klx, z, da = 0, (2.12) 
У > х, K(z,z, t) — 0, z — CO 
积分 方程 (2.12) 的 核 为 
N Tü 
В(х,:) = У G) tmt + m 2 b(R,r)e*dk (2.13) 


mæ jį 


这 里 ， 求 和 表示 对 离散 谱 ， 积 分 表示 对 连续 谱 。 显 然 ， 上 述 
指出 的 位 势 和 散射 量 的 联系 并 没有 真正 解决 反 散 射 问题 的 求 
' 解 。 因 为 ,为 了 决定 位 势 #, 必 须 确定 К; 为 了 决定 天 ,必须 确 
定 散射 量 ms kms P(R2 29 ГХБ, УТРА и, 
这 就 造成 了 死 循 环 ， 为 了 打破 这 种 死 循环 ， 真 正 从 反 散 射 间 
题 求 解 位 势 * (Jus 即 是 我 们 要 求 的 KdV HERE), 下面 
揭示 Кау 方程 和 相应 的 Schrödinger 方程 相 联系 的 一 个 很 
重要 的 事实 。 我 们 有 如 下 定理 
定理 1 558 Schrödinger 方程 
Prs — (u — А)ф = 0, —co < x < +оо (2.7) 
ШЖ w(x,:) 是 Кау 方程 的 解 , 且 当 [|z] 一 co 时 急剧 趋 
T€, (2.7) 的 离散 特征 值 1a. as rs Aw 为 常数 (与 + 无 
ж). 


证 由 (2.7) IH Indes + 1, КА Кау HECO, 
并 乘 以 d^ 68 


i + ФЕ, —ф„Е ], = 0 (2.14) 
其 中 | 
R == d, + prre — Зи + 1)ф, 
^ [e| > оо 时 ,对 应 于 特征 值 4, 的 特征 函数 及 其 导数 趋 于 
零 ， 将 (2.14) 积 分 得 


. 1B s 


An | ава = 0 


由 规范 化 条 件 ^ duro, 故 有 


1. == 0, Вр А, = const 
定理 证 毕 ， 
а 为 常数 ,这 个 结果 很 重要 , 它 意味 着 Schrödinger 方程 
的 反 散 射 问题 , REM Кау 方程 的 初始 值 w(x) 就 可 决定 
其 离散 特征 值 及 一 切 散射 量 。 利 用 А, = 0, (214) ER 
фФЕ„„— Rd, = 0, 
即 R,,— (и 一 4)R 一 0。 它 的 形式 与 (2.7) 完 全 相同 , 因此 
R 可 用 (2.7) 的 特征 函数 的 线性 组 合 表示 , RU 
R = d, + prrs — 3(и + А)ф, = Сф + Оф (2.15) ， 
其 中 , C,D 依赖 于 1,q 为 与 由 线性 无 关 的 方程 (2.7) 的 解 ,如 
取 ?一 s, 我 们 有 
定理 2 在 定理 1 条 件 下 ,(2.7) 散 射 问题 的 散射 量 
c (z) == GO 
БСА, 1) = b(R,0)e**" (2.16) 
a(k, t) = a(k, 0) 
KB, 6,00), (4,0), а(к,0) 由 Кау 方程 的 初始 值 (ж) 
所 决定 。 
证 “如 4 为 特征 函数 , т, — Ф| =, 则 当 к + о 
I o, 为 指数 无 界 , 因 此 在 (2.15) 中 DG) = 0, # (2.15) Ж 
以 四, ,并 在 无 穷 区 间 上 积分 得 


r (= dà) dx + NOS Е a Daz 一 зы), J^ 
= C ү фах 


= ]9 + 


由 | war 一 1 及 边界 条 件 可 知 ,上 式 左 端 积分 均 为 零 , 故 
(бф = 0, XE] z— +оо, p m сеты", Н (215) 及 
“一 0 G — +e), 可 得 
c) — 40ас, Ce) = 0 
FE 200 = e (0e. 
其 次 ， 对 于 连续 谱 ， 可 认为 与 :无关 ， PEINE 
(2.15), 此 时 利用 平面 波 的 定常 辐射 条 件 , 即 
p~ alk, tje, х —00, 


代 人 (2.15) 可 得 
(aiK'aq-3R'a)e tr = Calk, 1)е7*= + D oils | екх 


a, + 41а = Ca + Día |" e" *dx 


从 而 有 D = 0, a, + (4i —C)a = 0, 当 * 一 十 oo 时 ,把 
doce t blk, tje КА (2.15), B.B R ETR AA 
et 的 系数 为 零 ,得 
C = 4160, b, — 8ikb = 0, БСК, t) = b(k, 0)", 
Н C = 470°, Җ а, = 0, RI a(k,t) = a(&, 0). 定理 证 
H, | 
定理 1, 定理 2 为 我 们 提供 了 由 Schrödinger 方程 及 散射 
问题 求解 KdV 方程 初 值 问题 
т 00 < r < 00, / > Ü 
u(x, 0) = ux) | 
的 具体 途径 .首先 ,我 们 求解 特征 值 问 题 
dh: — [u (z) — 1]ф = 0 (2.17) 
对 于 它 , 散 射 量 К, с„(0), 2СК, 0) 被 确定 , 则 由 《2.16) 得 到 
esG) , РСК, 1), 并 决定 了 
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| m 
B(x 十 Y, t) = bi с (г) tart») 


"noi 


十 1 r bk tJe tdh 
2л }-% 


N 
= c» 0 )eskir-k tty) 
п= 1 


十 EU | &( ka 0)e EHR gh 
2x }-® 


再 由 TJIM 方程 
K(x,,1) + B(x + y,1) 


十 | BO + z, K(x, z, dz = 0 (y > z) 
决定 K(x,3,0, “ЖЕГИН T g 


u(z, 1) = —2-5- K(x, x31) 
dx 


其 解法 步骤 如 图 2-2 Bim. 


° B(x m pit) 
Gelfand 
А FRE ый m Levitan 
Schrödinger eCr)* сь) K(x.yst) 
bikat} 
, u == -2 -Ż- Kis х: t) 
u(z,0) | u( x41) 


图 2-2 


iX EE ,我 们 就 把 一 个 求解 非 线性 方程 (KdV 方程 ) 的 初 值 
间 题 化 为 求解 二 个 线性 方程 的 问题 ， 一 个 是 二 阶 常 微分 方程 
的 Sturm-Liouville [А], 另 一 个 是 线性 积分 方程 的 求解 。 下 
面 我 们 举 两 个 例子 基体 说 明之 。 


ж 21 + 


HR mlr) 一 2sechxr， 对 应 于 (2.17) 的 特征 值 问题 我 们 
可 以 用 超 几何 函数 精确 解 出 , 它 具 有 一 个 离散 值 久 一 1 ,相应 
的 规范 化 常数 为 (0) = MV 2 „ВСК, 0) 一 0, 因此 РСВ, 2) = 
0.Vi > 0， 对 应 的 Гельфанд-Левитан 方程 为 
K(x, Y, t) 十 2e87 7» 
十 2е8-» r K(x,z,1)e "dz = 0 
设 К(х,у,ғ) 为 可 分 离 变 量 Y，K(x y) == Lr, 10877, 
代入 上 式 得 
L(x,1) + 2c97* + 2e#L(x,1) | e dg = Ü 
一 2e* “м met? 
LG, 0 m Dame Eer) р eS 


容易 验证 ,， 这样 定 出 的 K(x,y,1) 的 确 满 足 Гельфанд- 
Левитан 方程 , 旦 是 它 的 唯一 解 。 因 此 ，KdyV 方程 的 解 为 
| g 222—6 
(1 + gir Hy 
由 行 波 解 可 知 , 它 的 确 是 Кау 方程 初 值 问 题 的 精确 解 . 
Xn IK u(x ,0) w uox) TM — 6sech?x , 此 时 可 解 出 两 个 
不 同 的 特征 值 k, == 2, k =1, 由 b(k, 0) 一 0, 可 得 KdV 
方程 的 解 为 
u(x,t) = —12 


Wx, t) =з = — 2sech (x — 4) 


3 + 4cosh(2x 一 8:) 十 cosh(4z — 64:) 
[3cosh(x — 28/) + cosh( 3x — 362) P 
下 面 考 虑 用 散射 反 演 法 求解 NN 个 孤立 子 的 问题 ， 此 时 反 
射 系数 b(R, г) 三 0， 仅 是 离散 谱 的 情况 。 此 时 Гельфанд- 
Девитан 方程 为 


1) 对 于 利 离 散 者 ,一 般 不 能 这 样 做 ,此 时 K(x3 ys 0). 应 展 成 级 数 形式 . 
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——————— ÀÀ— A —— o o 


е аъ BÀ M. 


М 
К(х, y,1) + 2 КАЗГА 


m=] 


N юе 
T 24 Cue кту | e I"KE(x,2,t)dz = 0 
E 


(2.18) 
其 中 ， € = Ca t) нн. cm( Oeh H. Án > (0 是 相 异 的 . i$ 
K(x, Y, t) 具有 形式 


N 
K(x, y, 1) Pe 5 с„ф (x )e кт (2.19) 


FB, o, DREAN, em 为 归 一 化 因子 。 将 (2.19) RA 
(3.18), 4 ctm 的 系数 为 0, 得 到 ф„(х) 应 满足 如 下 的 线性 
代数 方程 
ГТ 
b, (x) + > Cut gs ra FE P, (x) 
= се km (т = 14,2, ***, N) (2.20) 
UR SEJHABER STR, 


І = (8m), С = C Cn 


eg Uka tk t 
Eth) 
p= (d), фу, dr 
E = (ce tz ce ht, re, c e Ам ут 

则 (2.20) 可 写成 
(I + С)ф = Е (2.21) 
”为 了 使 (2.20) 的 由 可 解 , 我 们 能 充分 证 明 C 是 正定 的 . 
事实 上 ， 有 


М N 


e Èm tax 
24 2 Расне ER) 


N 
-| P Pac me "| ds > Ü 


9] 


+ 23 è 


因此 知 工 十 C 是 正定 的 ， 从 而 〈2.20) 有 唯一 解 。 我 们 可 用 
Cramer MAH Ф, 设 Onm 为 矩阵 了 十 C 中 的 元 Жаы 
代数 余子 式 , 依 第 万 行 展开 得 
A = det( | + C) 
- E (вә eue E277) o. 


б + k.) 
pala) = A7 У сьс tm Os, 


H (2.19), y 一 zx， 有 
K(x, y, t) p» e h x) e tn? 


一 А Ў У cmene mi, 
т т 


= /\”' 4_ 
dx 


于 是 无 反射 系数 的 位 势 为 
uz vi) em cem £ юра + C) (2.22) 


它 就 是 KdV 方程 的 解 ， 


B(E,5,0) 


[с G,L 

K 一 uk. + Kee = 0 

K(£55,0) -一 一 一 一 一 一 一 一 一 K(E,m,t) 
| К Er — En — ak == 0 


RE 0) = — «D 


Е c 


Ету Т Pm) 


amm —2 n K(E, Es 1) 


(0) — A  — lin) 


EH 2-3 
» 24 a 


在 Гельфанд-Левитан 积分 方程 中 ， 由 于 及 和 妃 的 某 种 


对 称 地 位 ， 也 可 不 采用 先 求 散射 量 决 定 B， 然 后 再 求 K 的 办 
法 ,而 由 满足 线性 双 曲 型 方程 的 解 久 利用 Гельфана- Левитан 
方程 求解 B ,这 样 形 成 了 散射 反 演 问题 的 另 一 种 解法 ,其 求解 
框图 如 图 2-3 Bor. 


第 三 节 Lax 算 子 和 Захаров, Шабат, 
AKNS 的 推广 


考虑 一 般 非 线性 进化 方程 
и, = К(и) (3.1) 
Жн ,К(и) APERTE AAEE КЕЗЕ Е 8, dn 
我 们 能 找到 线性 算 子 志和 В, АТ ТОЛУБ (3.1) 0 u „їй 
是 算 子 方程 (通称 为 Lax 算 子 方程 ) 
ы = BL 1В = [B. E] (¿= —1) (32) 
其 中 ,8 为 自 伴 算 子 , МЫ. (3.2) 可 推出 对 应 于 算 子 上 的 特征 值 
五 的 特征 函数 Ф, BD 


Lp == Еф (3.3) 
若 由 随时 间 的 变化 满足 方程 
则 互 不 随时 间 改 变 ， 事 实 上 ,将 (3.3) 对 WORA ¿ 得 
.[„ ЧЕ dol] м, д. 9L „| 
ifo 52 + g 2] | | Lo. ds 4| 


==ф, + [BL —1,В]ф 
= L(io, — Bd) + ЕВф 


H(3.4), ij, = Вф іф P» = 0, 
£ 


求解 给 定 方程 (3.1) 的 初 值 问题 , 即 给 定 a(x, 0), 求 满足 
. 25, 


"ар чыч. MEL os QQ чаре шсш 


(3.1) BRE u(x, г), 一 般 可 通过 以 下 几 个 步骤 : 

(i) 求 直接 问题 的 解 。 即 从 z: = 0 的 已 知 值 w(x, 0) YF 
RPE |х| 一 co 处 的 散射 参量 《诸如 算 子 工 的 特征 值 、 反 
射 . 穿 透 系 数 等 )。 

Gi) 求 散射 资料 随时 间 的 变化 .由 (3.4)， 考 虑 了 在 
Ix] = оо у ЁК ,计算 散射 资料 随时 间 的 变化 ， 

(ш) 求 反 问题 的 解 。 从 已 知 的 工 的 散射 资料 作为 时 TRI 
的 函数 ,构造 解 ux, г), 

一 般 非 线性 进化 方程 的 求解 步骤 简单 示 于 图 2-4, 


图 2-4 
例 考虑 Kav 方程 
и, — бин, + u, , Í, = 0 (3.5) 
具 初 始 条 件 | 
u( x, 0) = и, (ж) (3.6) 
ЖЖ. ЭИУ LG: 
LÐ) = 一 e + и(х, t) (3.7) 
Әх? 


Km, 2253, au(x 29 (5) RUBE, u( 10€ 1, 
算 子 工 的 特征 值 问题 为 


. 26 + 


u (z, (DN | 
р = b r) (3.11) 
gx, 1), r(x: 1) 均 为 任意 的 可 微 函 数 , 为 常数 。 вян 
一 般 形式 
/a(x, t; 6) b(x, t5 C) Pa 
E GG. 13 6) —a(z, 1; А ыы 


其 中 ,系数 (a， b, c) 也 是 任意 的 。 Gg Захаров 和 Шабат 
考虑 r= —g* 的 情况 )。 ib, = Вф BOE X. 
i hy (3.13) 
dt 


现 把 (3.10) 写 成 标量 形式 
pa 一 190, = Lv, 
irv, — ity = Lv, 
(3.13) 也 写成 标量 形式 
| ү == qt, + bv, 


(3.14) 


(3.15) 


ры = cU, — at, 
将 (3.14) 对 上 微分 得 
(iUe, — 1910) — 140, = Cty 
l. + ifta — it; == Ciu 
将 (3.15) 对 z 微分 得 | 
г = акр, + а, + bv; + bv, 


(3.16) 


(3.17). 


itaet == Crta 十 сё — Q.V; — йй 
У (3.16), (3.17) 中 消去 esas vss 可 得 
p + ар, 十 by; + bv, = 325 + qs + 140, (3.18) 
Caty + CÓ. — arta — dU, Pm ТР F Er, Бры 
再 将 (3.14),(3.15) 代 人 (3.18), 并 消去 vue wsy vus vy 得 
asv, 十 а(—Ф{ о, + дю) + bv, + bibo, + ro) 
' = —‚ (ао, + bv,) + iq, + (со, — av) (3.19) 
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Cmn чл. + ` аНЫН НЫ н ` sans 


u (z, (DN | 
р = b r) (3.11) 
gx, 1), r(x: 1) 均 为 任意 的 可 微 函 数 , 为 常数 。 вян 
一 般 形式 
/a(x, t; 6) b(x, t5 C) Pa 
E GG. 13 6) —a(z, 1; А ыы 


其 中 ,系数 (a， b, c) 也 是 任意 的 。 Gg Захаров 和 Шабат 
考虑 r= —g* 的 情况 )。 ib, = Вф BOE X. 
i hy (3.13) 
dt 


现 把 (3.10) 写 成 标量 形式 
pa 一 190, = Lv, 
irv, — ity = Lv, 
(3.13) 也 写成 标量 形式 
| ү == qt, + bv, 


(3.14) 


(3.15) 


ры = cU, — at, 
将 (3.14) 对 上 微分 得 
(iUe, — 1910) — 140, = Cty 
l. + ifta — it; == Ciu 
将 (3.15) 对 z 微分 得 | 
г = акр, + а, + bv; + bv, 


(3.16) 


(3.17). 


itaet == Crta 十 сё — Q.V; — йй 
У (3.16), (3.17) 中 消去 esas vss 可 得 
p + ар, 十 by; + bv, = 325 + qs + 140, (3.18) 
Caty + CÓ. — arta — dU, Pm ТР F Er, Бры 
再 将 (3.14),(3.15) 代 人 (3.18), 并 消去 vue wsy vus vy 得 
asv, 十 а(—Ф{ о, + дю) + bv, + bibo, + ro) 
' = —‚ (ао, + bv,) + iq, + (со, — av) (3.19) 


+ 28 . . 


Cmn чл. + ` аНЫН НЫ н ` sans 


суг, + е( 360, + 40) 一 expa — a(ibo, + ro) 
= ira, + r(av, + bv,) + íË( сә, — av) (3.10) 
对 于 方程 (3.19) 比 较 vi, n 的 系数 得 
tias + br = qc, 2. a, = qe — br 
vb, + 21068 = rq, — 2aq 
比较 方程 (3.20) 中 wy v, 的 系数 得 
vits — lite = ir, + Zar 
01:09 — a, = br 
于 是 ,我 们 得 到 任意 系数 (а, b. с, rs q) 应 满足 的 方程 组 
Oa 


— = gc — rb , 
x q к) 
Bb . Oq 
UP. 2itb = і SL — 24 T 
Bx 8t q (3.22) 
Be Өг 
—— — Ёс = р — + lar 
8L 8; (3.23) 


以 后 为 了 书写 统一 起 见 , 令 


名 


可 改写 方程 组 (3.21), (3.22), (3.23) 为 


A, = qC —rB (3.24) 
B, + 2itB = q, 一 249 (3.25) 
C, — 2ib C = ғ, + 24r (3.26) 


Жн, A= A(x, t; 5), В = B(x, 15 0), C = C(x, r; 5), 
r == y(x, t), g = g(x, t), 

方程 组 (3.14),(3.15) 和 (3.24) 一 (3.26) 成 为 散射 反 演 法 
分 析 的 基础 ， 对 于 给 定 的 初始 值 r(x, 0), 4Cr, 0), 方程 组 
(3.14) 用 来 寻求 离散 特征 值 ( 它 不 随时 间 改 变 ) 和 初始 时 刻 的 
特征 函数 w(z, 0; 0), vx， 0;5) 在 |z| — oo 时 确定 的 
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散射 资料 ， 如 果 给 出 一 组 r,, gor, 4 原则 上 能 求 出 方程 组 
(3.24)—(3.26)BJBE A, B, C, 97 A, В, С, 我们 能 从 方程 
组 ( 3.15 ) 计 算出 特征 函数 015 Vy 的 渐 近 形态 ( |х | саа со) 随时 
间 的 变化 , 再 求 出 下 一 时 刻 的 位 势 (х2), (хог), AMA ЕН 
过 , 它 已 给 了 我 们 信息 , 即 对 于 渤 化 方程 如 何 用 散 英 反 演 法 去 
构造 它 的 精确 解 ， 
首先 ,我们 寻求 (3.24) 一 (3.26) 某 些 很 简单 的 解 。 虽然 它 
是 很 特殊 的 ， 但 由 它 可 得 到 很 广泛 的 一 类 非 线性 进化 方程 ， 


in 
| N N N 
"m Э. А", В 一 Ў; Ве", С = * Cnr (327) 
m= 0 я = 0) п= 0 


ЖЖЖ, AU) = ау (ay E x ER, ВЕЖА Тг), BY = 
CO? = 0. 我们 先 从 (3.24) 求 出 AN, 再 从 (3.25),(3.26) 求 
出 вео, CW-?， 重 复 这 个 过 程 ,直到 求 出 所 有 的 系数 A, 
p), C", 特别 5? 的 最 后 两 个 方程 为 
[" из 24®4 + BU, 
Ur, = —24 7, + C9. 
现 举例 具体 说 明之 . $N = 3, 设 
A = A + AVE is AO D 十 азб? (а, 与 * 无 关 ) 
B = BW + BH + pop 
С = CY? + cor 十 cura 
代 人 (3.24) 一 (3,.26) 可 得 
A49 = g C 一 yp" 
АЎ = gC — гВ 
AP = qc? — rgo 
BP + 2:В® = —24A”q 
B? + 2:В% = —2499 


(3.28) 


a 30 • 


CU —2;09 = 247, 
C? — 2j 00 = 24", 
于 是 ,可 得 
Ao = (25 p" к= 1844 5 cu ые iaf 


由 Ar, CP, 可 求 出 c; 
С == A ifs + iar 
2 
H 47.4, ВО, ЖЩ B". 
1 
BU = ia — 1 ns 
再 由 B®, cu, 求 出 A. 
A m= == 1 2.47 + a, 
2 
再 从 AU а В — Вв; Ағ, cu — CH: po, Co 一 > А i 
于 是 , 可 得 到 4, B.C 的 表达 式 为 ~ 


А == a + au) + (5 a,qr + a) 
1 { . | 
+ т 44" — dgrs — qur) + ао 
š : 1 : 
B = iag% + (iaa ms ZA Ë + ia, q 
(3.29) 


ka 
- | 2 2:347 2 "PLE 4 йб хх 


С = iari + (ier 十 ТАТ + iar 


i 1 i 
jar) + Z ar, F ate 


2 4 
相对 应 的 进化 方程 (3.28) 为 


0 = 4, + p: ga qrrr — 69"4:) 


+ 
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十 > aK gars — 24?т) — 124,0, — 2409 
0 - p. T ^ "rq M 一 一 б40ғ,) 


ds 2 afg: 一 qr!) 一 ta r; + Zar 


考虑 几 种 特殊 情况 
(1) а = a, = a, = Ü, a, = — Hi 


(a) | == =], Кау 方程 


4. + 644, + d... = 0 (3.30) 
(b) r = Tq, MKdV 方程 
qit 6a°q , um Яұхх = Ü (3.31) 


(н) aç = a, = a, = 0, а, = —2í, r= Tq*, 非 线 性 
Schródinger 方程 
4—4, ®2144* = 0 (3.32) 
对 于 KdV 方程 43.30) ,散射 问题 (43.14) 可 归结 为 Schr- 
idinger 方程 
yrs + (08 + gx) = 0 (3.33) 
我 们 知道 ,对 于 实 的 q(x 0), 如 是 实 的 ,其 离散 特征 值 位 
于 虚 辑 上 , 它 对 应 于 稳定 的 孤立 子 。 一 般 来 说 ,离散 特征 值 为 
Юн. 
同样 ,我 们 能 寻求 4,B ,C 29 Š АУДИ ЖЕНУ y КЕ, 例如 取 


A(x, l5 g) ELCH 
t 3 


В(х, t; Z) _ еы), 


C(x, t; == | 


可 得 
йу == > (qr), Як = —4а4› Ру Air (3.34) 


特殊 的 且 重 要 的 情况 为 


Sine-Gordon 方程 
Hp = sinu (3.35) 


(н) о = 4 cbe, -=b = c = 1 sinhw， r = q = i. 


Sinh-Gordon 方程 
Н, == sinh (3.36) 


БИШ ”更 一 般 的 进化 方程 (AKNS 方程 ) 


在 上 一 节 的 讨论 中 ,必然 会 有 人 提出 这 样 的 问题 ,用 散射 
反 演 法 求解 的 进化 方程 是 否 仅 限 于 4B, C 关于 的 有 限 展 
FER? 这 一 节 我 们 将 指出 比 它 更 广泛 的 一 类 进化 方程 (可 
用 散射 反 演 法 求解 ) 的 确 存 在 . 
设 А,В,С 满足 边界 条 件 
A(x, 15 0) — АС) 
нои pe 0, le] —= 00 (4.1) 
C(x,453 6) — 0, 
对 于 4,B,C 当 x 一 十 oo 和 x 一 一 co 时 分 别 取 不 同 值 的 
情况 ,可 类 似 考虑 , 
为 了 得 到 必要 的 积分 条 件 ,我 们 形式 地 解 方程 组 (3.24) 一 
(3.26), 这 种 解 容易 由 (3.14) 的 特 解 给 出 。 为 此 ,我 们 先 研究 
(3.14) 特征 值 问题 的 基本 解 ,， 
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WE 


设 (х, 1), rizs 1) — 0CIx1 — ©), HEXA Š (š , E 
义 (3.14) 的 线性 无 关 解 , 具有 如 下 的 渐 近 值 


1、 _ 
e-( ) esz 一 一 o 
i (4.2) 


0 . 
уг, r -> — СО 


gal 
Ü | 
ф—> etx + ° 
| " (4.3) 


ph. emia + со 


设 散 射 资 料 a(2.:),0(0. 4), a(0 0, ВСЕ, 0 为 两 个 
线性 无 关 解 的 系数 , 即 有 


e tz 
y b bb C, 
be tts 


p= b — 2 | В 


|—4qg eis 


) х — 4-00 (4.4) 


) х — +00 | (4.5) 


因此 ,系数 alts), 205,2), а(5, i), (6,1) ЗЇН p. ds 
由 的 Wronski 行列 式 求解 , 即 有 
= w(p, ф)/ш(ф.ф) = w(Gp, d) 
b = —ш(Фф, ф) 
а = wË, $) 
| p= w($, Ф) ш 
Жр, w(u, v) == ut; — иш, wb) = 1, ш(ф„ф) = 
mal 故 有 
аа + bb = wp, ф\ш(ф,ф) — ю(р, ф)ш(ф, Ф) 
= (qub, 一 ph Ph: — qud) 
— (фф, — qub) pub. — Fb) 
= фф dui — duds) + pup duds 一 Фара) 


+» 34 • 


一 Pip; — pP = 1 
我 们 在 第 五 节 将 证 明 a(k.) 能 解析 延 拓 到 上 半 平 面 , Int > 
0; a(6,1)， 能 解析 延 拓 到 下 半 平 面 ,， In; < 0， 且 (3.14) 的 
离散 特征 值 C5, HL. 在 上 半 平 面 (Imt 0) 为 a(5, ғ) 的 零 
FA P(t, г) = OL IOP 1), 类 似 的 有 、a(5, 1) HFA 
在 下 半 和 平面，Im < 0, 也 是 特征 值 , 且 在 零点 上 ， 
„Falf = bP +. 2). 
由 于 选取 (4.2) 使 之 规范 化 ， 且 设 (3.24) 一 (3.26) 中 的 
B, C— 0 (x— —оо), M (3.24) 可 看 到 A (x ur; C) — const 
(х > —со), $ 
Jim Alr,t; б) = A_(2) (4.7) 


Eh, 405) 为 “的 任意 函数 ， 因 pe ，ge 44- 满足 方 


F (3.24) Hi - 
А — й_ В 
e-( с Daa)? (4.8) 
A А В 
a= с —A-+ " d (en 
取 * 一 十 oo 的 渐 近 值 ,得 
ае” + A, — An lim B qe 


Zum 
| bc? | lim С —A, — A ben 
LI nu 
由 此 可 得 


(a, = (A, — A. )a + В.Б | | 
Ий Ca — (A, + 4.) (410) 
同 理 有 
OA A E 
M = —B,a + (4, + А_)№ (4.11) 


其 中 ， Em = lim А,В, == lim Be С, = lim Ce wi 可 
xe x+ x—+e 
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果 郑 虑 特殊 情况 ，44+ 一 4-，B+ 一 C, 一 0， 则 由 (4.10), 
(4.11) 可 解 得 

(а(&,) = а(&, 0) 

BCE, 1) = DCG, 0)e 74-9" 

a(5,1) = a(t, 0) 

BE I) = DCE, 0)e4- 9" 
现 若 虑 一 般 情 况 ， 设 u, v) 表示 双 线 性 形式 


10и, v) = |  (—4uw, + ruw, )dx (4.13) 


ДЕН ЖЕЕ, A... В,, C, 能 表 为 
(44 = —I (h, d) + 4 (aa — bb) 


(4.12) 


B, = —I(d, d) + 2abA- (4.14) 
C. = (b, ф) -2abA. 
从 (4.4),(4.5) 可 得 逆 关 系 
{ Su (4.15) 
ф = b + аф 


将 (4.15) 代 入 (4.14) 后 ,再 将 444,B4,C+ 代 人 (4.10), (4.1) 
可 得 


D —1(ф, ф) (4.16) 
m 4.17 


于 是 ,可 得 到 散射 资料 随时 间 的 发 展 变化 , 由 (4.16) 可 得 


(2) AM Emil. m [ba — a,b] 
TED a? a ab ` | 


1 A = 
= 2: (1р, 9 + аф)а 
a аЬ 


— I(p, —ap + Ёф)ё] 
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а ab 
同 理 可 得 | 
(2) i (2) : 3 
(2). (5) 9 (4.18) 
-2 


注意 ， 这 里 关于 函数 r,t), r(x, 0) 没有 太 多 的 假定 只 需 
要 保证 积分 u,v) 存在 这 样 弱 的 条 件 就 行 。 原 则 上 ，, 对 任 
何 9 res 我 们 能 从 (4.18) 计算 散射 资料 随时 间 的 发 展 , 以 你 
证 散射 反 澳 法 下 一 时 刻 Cera e)a r(x,1) 的 需要 . 

以 下 寻求 一 般 进 化 方程 的 解析 表示 。 对 于 任意 的 复 变 函 
AX O(t), OCE), ШЖ 


Ip, ф) = 20(5)ab (4.19) 
(9,45) = —24Xt)sb (4.20) 


则 我 们 能 线性 求解 方程 (4.18)，(4.19) 能 写成 如 下 形式 
(^ LGs + 200)09 + С, + 2078) ds 一 0 (4.21) 
事实 上 ,我 们 注意 到 
Kb = |^. Са + пр) 
Ф|" = Ф|. 


= (—аф bp) (—ag; + Бф) __ 
= ab 


59—218, 利用 (3.14) 可 得 


下 


-hhl - | E dde ~ – |7 (ай + йу) 


由 此 即 得 (4.21)。 利 用 以 上 关系 式 及 (3.14), 可 验证 向 量 


V == (41,4) 
满足 方程 
Ly = ¿W (4.22) 
其 中 ,向 量 (vi, 4)" XE (и, Фф) 的 转 置 ， 


te as 24 | - r(y)dy —24 | - q(y)dy 

1 Әх = х 

L. == - 
21 


2r | - r (y)dy a + 2r | . a y)dy] 
| (4.23) 


如 我 们 定义 4 一 (+,9)"， 0 (|), 则 (4.21) 可 写 为 


|" [ow + 2н0(Ё)]фах = 0 (4.24) 
如 果 aCe) Ж ЕРИ ЕШ ДЕН Lu = бр, A 
Qty = Q(L)w (4.25) 


Е ар 


p 4 AE — Jr |. ` 4Су)ау 2 ғ | . ғ Су)ау | 
21 一 24 ,l. : 4(у)4У n + 24 | : r(y)dy | 
(4.26) 
fujC 4.24 ) n] Ej p, 

| [ ози, + 20(L*)u dx = 0 (4.27) 

同 理 (4.20) 可 写成 
I. [ou + 20(L* )u dx = 0,9 = (pi pi)" (4.28) 

Ht 


当 取 8 = 4 时 ,为 了 同时 满足 (4.27),(4.28), 要 求 


озм, + 20( L* )u = 0 (4.29) 
无 损 于 一 般 性 。 车 选取 OQ) 4-0), ДИЗ 
сли, 十 24_( 工 和 到 0 (4.30) 


(4.30) 就 是 我 们 要 求 的 更 一 般 的 非 线 性 进化 方程 组 ， 它 的 线 
性 色散 关系 为 4- 可 以 用 散射 反 演 法 来 求解 。 例 如 ， 
О(5) = А (g) = — 20 (4.31) 


r r 
тн, == | ' ), L's = 二 ( ", 
=q: 2154, 


2L —2i(L* Yu] =; (^ i е) 


Яа: — 2q'f 
故 有 
2 
GEÇTE- es 
当 r= ае ht, EX (3.32), 
同样 有 
ICh, Ф) 一 —2А4_()ЬЬ (4.33) 
l(p, Фф) = —24.(L)ab (4.34) 
Іф, Фф) = 24.(£)ab (4.35). 
从 (4.14) 推 出 
A. = A., B, = C. =< 0 (4.36) 


因此 ， 反 散射 间 题 可 根据 散射 资料 求解 ， 我 们 在 守恒 律 的 论 
述 中 ,将 证 明 (4.36) 导致 积分 密度 { cs}? 的 存在 ,它们 是 运 
动 常数 ,其 中 


p, == | qrd,, e, == i| (rq. P гуй )йх» 


с, = | (qur, + q'r')dx= (4.37) 


+ 19.* 


我 们 注意 到 当 4 -> 0( xi — оо) ht, r= —1, (3.14) 等 价 
于 Schrödinger fj £z fr fe in] 


Uu. + CD! + g)v. = 0 (4.38) 
此 时 进化 5 825 
g, + PAL a, == 0 (4.39) 
其 中 , 算 子 
l а“ 1 E 
b*um ok D iz . š | 
\ 2 52 g + ; 4. | dy (4.40) 


Ск) = wf 和， 为 其 线性 方程 的 色散 关系 ,容易 验证 当 w = 
— K B$ f 
qi qua, + 6qq, = 0 (4.41) 
我 们 还 能 推广 色散 关系 QU) 09808 IS, OQO(L) = 
(002 为 整 函数 ,于 是 类 似 于 (4.302J 有 
Q( L*)o,u, + 2Q,( L * )u = 0 (4.42) 
如 取 О == тај 205 — 5), NC4.42)29 


ifa T 2r | (gr ),dy 一 Ait r, ғ 
>; = —is ) (4.43) 
à | q 


q+ — 24 2 (qr ),dy + 2ши 
对 于 (4.39), 当 2060) = . 一 时 ,有 


q, — 9: — 449, + 29, | дабу +g, = 0 (4.44) 
ї 


它 在 长 波 近 似 、 小 振幅 假定 下 可 归结 为 KdV 方程 ， 并 具有 
РВВМ 方程 描述 的 性 质 ， 

当然 ,进一步 分 析 更 广泛 一 类 的 进化 方程 是 可 能 的 ,例如 
我 们 不 选取 Ar) = 020)， 反 散射 变法 仍 能 用 , 甚至 适用 于 
那些 没有 运动 常数 的 情况 ， 
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第 五 节 AKNS 方程 反 散 射 问题 的 求解 


这 一 节 我 们 主要 讨论 反 和 散射 问题 的 求解 ， 对 于 非 自 共 斩 
的 特征 值 问题 , 仍 可 得 到 Марченко 积分 方程 ;我 们 先 分 析 一 
下 散射 资料 的 解析 性 质 . 
1) 散射 资料 的 解析 性 质 
对 于 (3.14) 在 无 穷 区 间 一 00 < x < со 上 给 定 的 特征 值 
问题 , 设 当 [e| 一 oo 时 +, g 充分 急剧 地 趋 于 零 。 且 p， 有 ， 
o, J 为 分 别 满足 边界 条 件 (4.2),(4.3) 和 方程 组 (3.14) 的 解 
(Jost 90), р, ф 为 线性 无 关 ， рф К. HTELA 
Ф( ,х)==а( ФО. х) + ACCE) (5.1) 
PCE, х) = —а(6)Ф(5, x) --b(29(5, х) (52) 
由 此 确定 2, 2, b, 5。 由 (3.14) 可 知 , 如 w(5, x) 和 v(L, x) 
为 (3.14) 的 解 , WE 


£ ю(и, 0) = 0 (5.3) 


其 中 
w(u, v) = uC, х)о( , x) — uU, rns, x) (5.4) 
事实 上 ， 
[u i, + фи, == qui] * r; + milti — iC на rti] 
一 [ti — im == ru] ` z, — mlr + i00, д0] == 0 
由 此 即 得 (5.3)。 我 们 同样 可 得 a, b, a, 8 的 表达 式 (4.6) 和 
w(P, ф) = 1. ШЕШ | 
a(L)a(5) + БСБ) Е) == 1 (5.5) 
于 是 由 (5.1),(5.2) 可 求 得 (5, z), 97, х): 
PCE x) = —а(@)Ф(®%, z) + (@)Ф( х) (5.6) 
. 41 。 


DUT, х) = altel, х) + &(0)9(5, х) (5.7) 
由 Фи — ibp = rp: 及 边界 条 件 py 一 0(x 一 一 吕 0) 得 
e" gx) Е E 22101177), (y)e'U p Су)4у (5.8) 
将 (5.8) 的 eG. 代入 pu + ilp = 491 TERI р, > e 
(x 一 一 co)， 可 得 
ete) 一 1 十 | MC, Deed (53) 
其 中 
M(t, х, у) = r(y) | eT a (е) (5.10) 
在 适当 条 件 下 ,我 们 解析 延 拓 PP 至 复 平面 (5 = £ + im) 的 
上 半 平 面 (» 0)， 为 看 到 这 点 , 令 
R,G) = |. rOy (5.11) 


0.) = |. 101140014 (5.12) 


MsIOH. 对 n> 0, 8 
|с *ф,(®)| < 1 + MIO |22 | Ir Су) | |e” ф, Су) | dy 


-1+ JL 0090 | ROON 


<1 + RG)QG) + оодо? 


[RCG2Q,0)Y , ,., 
t Gi ЖЕШ 
E 
lee, Ce) | e GG) (5.13) 
Kuh, эб) = (RC), QS, 1G). АИ 


Bessel 函数 ,由 (5.1),(《5.4) 知 x — +oo, que — alt), ih 
ас) 在 % 上 半 平 面 (m 2 0) 是 有 界 的 . 设 Reo), Ооо) 
为 有 限 , 由 (5.9) 可 得 到 с, Ce) 的 Neumann 级 数 解 


ee) = 1 + | M(E, x, y)dy 


+ | MC, x, уау | MCE, y, Ds + ++. 
(5.14) 
它 在 上 灶 平 面 为 绝对 收 伍 再 进一步 , 如 (5.14) ER C TK 
27. WRA > 0 RT, ee. 为 解析 的 ， 对 于 ?一 0 的 
解析 性 , 仅 要 求 RCo), О(оо) 为 有 限 是 不 够 的 , 因此 ， 在 
(5.10)rh, 含 于 指数 中 ,对 微分 必然 带 来 (# 一 y) N, 29 
TREE = o 处 微分 的 存在 性 ， 必 须 设 + ,9 趋 于 零 的 速度 
BT zl > to). WFP, ó, ф 可 如 同一 样 讨论 . 
于 是 有 如 下 定理 
定理 5.1 如 果 满 足 条 件 
| R (oo) < co, Ооо) < co (5.15) 
Д] ept, x), е (5, x) 29 t WRAN (o > 0), 而 
e Ug(L, x), eP, x) ЮСТА Sk (9 < 0), э 
m 二 0 时， 上 述 四 个 函数 均 为 有 界 。 如 果 对 于 给 定 的 整数 
#3 进一步 满足 
К(со)< co, О(со)< co, T=0,1,2,...,n(5.16) 
jux pq АЖА E BJ n оер РАК (m= 0). 如 (5.16) 对 
一 切 正 整 数 = 都 成 立 , 则 它们 在 包含 实 轴 (m = 0) 的 “平面 
上 为 解析 的 . 
从 (4.5) 我 们 可 得 到 如 下 的 推论 : 
推论 5.1 如 果 福 足 条 件 (5.15), 则 a(5) 为 的 解析 函数 
(m > 0), aC) 为 5 的 解析 函数 (т< 0), 如 (5.16) 对 一 切 
п 都 成 立 ， 则 在 包含 实 轴 (a= 0) 的 5 平面 上 ,a(#) 和 
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a(L) 都 是 解析 的 . 

如 果 给 7 ,9 以 更 强 的 条 件 , 用 相同 办 鞭 , 可 证 如 下 定理 

定理 5.2. ”如 存在 正常 数 R, Ô MK, 使 得 对 一 切 x 成 立 

С) < Re, |а) | < Oe (5.17) 

则 etph, x), е (С, х) ХЕШ ИТЕК (m > —K), 
而 e Ep, х), ep x) 为 二 的 解析 函数 (人 < +K). 

作为 推论 , MOSA | 

推论 5.2. 如 果 满 足 (5.17)， 则 a(0) 29 C85 解析 函数 
(m > —K), а(&) 为 上 的 解析 函数 (x < TE bC), BCE) 
为 解析 的 (К < n < +K). 

我 们 注意 到 ,者 r,9 在 紧 致 支 集 上 , 则 在 (5.17) 中 能 选取 
并 充分 大 ,因此 有 第 二 个 推论 ; 

推论 5.3 15 7,9 在 紧 致 文集 上 ,于 是 (5.16) 成 并 . 因此 ， 
elsp(t, x), ep x), PCE, х) 为 5 的 整 函数 (全 平 
HE); «(2), a(t), LCE), BD) bÆ TRAS. 

(5.8),(5.9), (5.10) & 上 半 平 面 , 当 |£| — —oo 时 有 
n ДЕЛ 


iz y m EU i 1 ; 
pie" l э | _ r(y)q(yj)dy + О 5 ) (5.18) 
pie — — r (x) + Ü C) (5.19) 

类 似 有 

bee i а(х) + O ( a) ` (8.20) 

ат y>] — d. | | A3 

E Up | rO)4G24y + o (%:) (5.21) 
而 在 “下 半 平 面 , 当 || — oo 时 有 

q  -— f, [1 

Фе» — еб) + 0 (s) | (522) 

. #4 è 


cs. 一 S ü ‚34у -- o |.) (5.23 
que "š 1 ac [Leo ono + l) ) 


i у a. ш r, 1 24 
бее + E [aray + 0 (2) (520) 


Р ца у — | 1 | 
de^ m: r(x) + O | ) (5.25) 
因此 ,在 相应 的 半 平 面 上 , 当 [5| — oo 时 有 


ee as 2 
D> J| r+) 620 


iE «o»Gaeo(l) (527) 
当 a($) 在 上 半 平 面 (9 > 0) REFA C, 1,2, 0, 
N) (N 为 有 限 数 ) 时 , 则 有 

p = bip (5.28) 
其 中 , bs 为 比例 因子 , 当 rs а 为 紧 支 集 函 数 , 则 b, = ECCO. 
而 alg) 在 下 半 平 面 (m < 0) 具有 零点 5, (А = 1,2, ---, 
№), 3 ¿= Uk BJ, 


p= By (5.29) 
如 rsd 为 紧 支 集 函数 , 则 有 5, = RD). APNA Ñ ISO 
限 数 。 不 同 于 Schrödinger 方程 (由 于 算 子 工 的 自 共 罗 性 )， 
于 此 а, а 的 零点 可 能 是 多 重 的 . 但 此 时 可 作为 简单 零点 的 
极限 来 处 理 。 例 如 在 矶 有 二 重 零 点 , 可 认为 “ 具有 简单 零点 
6,0, 再 令 bt. 
当 r 线性 于 g 或 4* 时 ,情况 变 成 简单 ， 首 先 考 虑 


r = ad (5.30) 
的 情况 ,其 中 a 为 任何 非 零 的 ,有 限 的 复数 ， 此 时 易 知 
PLs х) = 5ф(—&, x) (5.31) 


+e 45 © 


P, x) = 2 5рС 6, а) 


其 中 
rO 1 
s=(, с) 
推 得 
а( у= а(—) 
BC) = —-—5(—) 
E a,a E938 R3 25 B, XERE , E 
. N =N 
К == —¿ (K = lg ду tt М) 
对 于 | 


F ж= ag * 
的 情况 ,其 中 AIEE ARAKEA, A 
PCE, x) 一 5ф*(*, х) 


F(t, x) = — бре") 


于 是 有 

20) = ач) 

BCE) = — Ье) 
B osa 的 零点 是 成 对 的 ,有 


— 


N = N 
6, = tis (k= 1,2, - +, N) 


+ 1 
k Е * 


(5.32) 


(5.33) 


(5.34) 
(5.35) 


(5.36) 
(5.37) 


(5.38) 


(5.39) 


(5.40) 


(5.41) 
(5.42) 


(5.43) 
(5.44) 


(5.45) 


因此 ,如 果 (5.30), (5.38) 同时 成 立 , r 和 +* 都 正比 于 49， 则 
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t ER oC SE 一 这 也 是 特征 信 。 

2) 散射 反 注 法 

首先 , 我 们 求 得 四 个 由 (3.14) 定义 的 Jost 函数 的 积分 表 
Wf HSE] Марченко 型 的 反 散 射 积分 方程 。 为 简单 起 见 , 设 
r， 9 在 紧 支 集 上 , 因此 (3.14) 的 解 和 散射 资料 均 为 二 的 整 函 
数 ， 我 们 定义 围 道 c 为 在 复 平面 5 上 ,从 “一 一 oo 十 10+ 开 
始 , 从 上 越过 а(&) 的 所 有 零点 ,终止 于 “一 +оо + 10+， 类 
似 地 定义 围 道 =， 从 了 一 一 oo + ;0" 开始 , 从 下 越过 а(5) 
的 所 有 零点 ,终止 于 “一 十 oo + 207, 

FERD 
pÈ х), 
| E px dd 
Жїз, {Ес F, М (5.18), (5.19), (5.26) 可 得 它 的 值 为 


1 
—#=(}). 8051) p= ap ор ЯНЕ Ф #6 Fk g 
面 的 积分 围 道 ,由 (5.24),(5.25) 可 得 
| iE = 1 ET aU 
p, x)e" (0) € 


Жа 
KE rje" 47] 
| Eo Ф(6'х) (5.47) 
HR, с Z F. a 
| ФО, r) a (5. 
=o lis 


Ep, t # e EARE] 
n r "i T кы 0 | d E dU 
ФСЕ. e= += 


2 mt r — z 
‚ ЫШ ,Re 5. 
(D) 1 ) (5.49) 


a 47» 


类 似 地 ,分 别 对 pe**， pet 取 上 述 围 道 , 可 得 


es © = — (° 


‚ОЭ (Cr) "uz 


a(t) 
/ - 0 1 dt 
ë FE = — —— 
eG» z) b 2d Jt = t 
А bE) е ftx 
ar) WE vt 
Jeri, ¿ 位 于 围 道 <c;z Z l. 
现 设 Ф, b. p, PERDERA 


PCE, х) 一 ( ) es n jd К(х, s)e'Ud: 


P(t, х) == ( ' ) et + |. K(x,s)e "ds 


)у— av 


(5.50) 


(5.51) 


(5.52) 


(5.53) 


p(t, x) == (。 ) ei 一 I L(x, s)e tds (5.54) 


Ф(6,=х )= 一 ) e "s — F. L(x, s)e'"ds(5.55) 


Hh, K, K, L, L 均 为 列 向 量 。 将 这 些 表达 式 代 人 (5.47)， 
(5.49),(5.50),(5.51) 并 作 富 氏 变换 , 可 得 如 下 Mapaeaxo 型 


积分 方程 


K(x. y) + ( | ) F(x + y) + N K(x,s) 


* F(s + y)ds = 0, (y > z) 


K(x,y) 一 f F(r-y)— |. K(x,s) 


+ F(s + y)de = 0, (y > x) 
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pani n pn EUM e o ——————— "WEN ra 


(5.56) 


(5.57) 


ү. . 
LG )+( )SGe+ 0) – | LG, 9 
- G(s + y)ds = 0, (x < y) (5.58) 


Eccc + (,)šG + y) + | Tanp 


: GG + y)ds = 0, (x > y) (5.59) 
其 中 
F (x) 一 u 中 A edt (5.60) 
Ра) = 1 f И, ещ (5.61) 
Gle) = u { em э o (5.62) 
G(x) 一 二 q D e^ dt (5.63) 


以 下 证 明 (5.52)—(5.55) 的 积分 核 Kx, s), К(х, +), 
ifi E (3.14) ,BIRECS.52) RA 
I 十 ind — qx) Ф, (5.64) 
du 一 t b, = r(x)j, | 
”可 得 
| e" [8x — Ә;)К (х, s) — 4(z)KXz, ‹)14‹ 
— [q(x) + 2Ку{х, s) ]e^* + а [Кх де] = 0 
у (5.65) 
| е (Әх + 8s)K,(x, ғ) — r(x)K,(x, #)]d: 


== lim[ Kis, sjet] 0 (5.66) 
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故 有 
(Әх — 8s)K,(x, ғ) — g(x)K,(x,5) 0 (5.67) 
(8x — Ә;)К, (х, ғ) —rQK,(x,5) = 0 (5.68) 
且 满 足 边界 条 件 


K(x, z) = — E q (x) (5.69) 


limK(x, ғ) = 0 (5.70) 
为 使 得 (5.67),(5.68) 满 足 边界 条 件 (5.69),(5.70) 的 解 存在 ， 
引入 坐标 | 
“= D, p= (8—2) (5.71) 
于 是 (5.67),(5.68),(5.69),(5.70) 变换 为 


vK (и, v) — q(u + v)K( u, >) = 0 (5.72) 
дһК, (ы, v) — r( + >)К\( д, v) = Ü (5.73) 


K (u, 0) = — = а(и) (5.74) 

кнг на (5.75) 

从 微分 方程 的 特征 理论 ,可 知 这 个 解 K(p,v) 存在 而 且 是 唯 
一 的 ， 类 似 可 证 明 交 , 工 , 工 的 存在 唯一 性 . 


最 后 , 我 们 证 明 Марченко 型 积分 方程 (556)，(5.57)， 
《5.58) ,人 《5.59) 在 一 定 条 件 下 解 的 存在 性 ， 我 们 限于 


r (z) = —g*G) (5.76) 

或 
rí(x)—4*(x) — (5.77) 

H 
Q(co) = B gide < 0.523 (5.78) 


的 情况 ,当然 这 些 条 件 并 非 充 要 的 . 
考虑 对 应 于 (5.56),(5.57) 的 齐 次 积分 方程 组 (y > x) 
pily) 十 ІА qu(s)F(s + y)ds = 0 
š, (5.79) 
Ipi(y) 一 | gp (s)F(s + y)ds = 0 


设 pG) = (J 为 (5.79) 的 解 , 当 y < z 时 , 它 恒 为 零 ， 
由 Fredholm 定理 ,只 需 充 分 证 明 (y) = 0, 将 (5.79) 分 别 
ЖД qr. pf 并 对 7 积分 , 且 因 
| |ф;Су) [24у == | |ф;Су) 124у, £0 1,2 
得 到 
| lle lo I toOo*GO FG + у) 
— Фуре) + y)1ds dy = 0 (5.80) 
现 考虑 两 种 情况 。 首 先 , 设 + 一 一 9*， 则 由 (5.39)—(546) 
(а= —1) 可 知 FG + y) = F*(s 十 y)， 因 此 (5.80) 变 为 
P {lel + to zm [^ ores) 
e F4 272 dy m (5.81) 
上 式 的 实 部 和 虚 部 必须 为 零 , 因此 得 eG = 0, BD (5.56), 
(5.57) 的 解 存在 而 且 是 唯一 的 。 其 次 ,如 r(x) 一 9*(x)， 此 
时 间 题 为 自 共 斩 的 , 它 的 谱 只 能 位 于 实 轴 上 , B. FG + y) = 
— F*(s 十 у), 此 时 (5.80) 为 | 
| [lot bo 2ке (7 or GO 
ZI. 271 ду = 0 (5.82) 
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如 果 我 们 要 求 满足 条 件 


la)» 0 (20) (583) 
则 在 实 轴 上 不 存在 离散 特征 值 , 因 此 
F (z) 一 i[ 52 edy (5.84) 
Фу) 为 富民 变换 为 
PE) = | pway (5.85) 
它 满足 Parseval 关系 式 : 
A (586) 


将 (5.84) 一 (5.86) (RÀ (5-81) ,并 交换 积分 次 序 得 
| (tec-)i lero 


+ оке [E32 o c- ero] 4—0 (537) 


(E) 
如 果 
| 一 1 (5.88) 
则 有 
[ane [ŻE Lo Ф) | < 21670101021 


= |ф,| + lẹ’ 
因此 (5.87) 的 和 解 p = 0, 于 是 再 次 得 到 (5.56), (5.57) 解 的 存 
在 及 唯一 性 。 由 关系 式 aa + bb = 1 K a= at, b = b*, 
对 于 一 和， 条 件 (5.88) 可 写 为 
"T 1l 
|a]? > z (5.89) 
它 比 条 件 (5.83) 更 强 。 如 用 条 件 
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Eg ач ЗААНЫ РНЕ НЕНЫ р СЬ е 


1 I 
lat) — 1l < 1— ~= (5.90) 
a „УЗ 


满足 (5.89), 则 由 (5.13) 有 
\а( 0—1) S€ L(20(%))—1<1— —. 
V2 
因此 条 件 
Q( oo) < 0.523 (5.78) 
是 充分 的 . 


第 六 节 ”进化 方程 的 渐 近 解 (z— e) 


在 前 面 ,我 们 已 曾 明 了 散射 反 演 法 ,并 指出 了 能 用 此 法 求 
解 的 一 类 进化 方程 ， 这 一 节 , 为 了 决定 (4.30) ETC ЕЖЕН 
ERE ,我 们 需要 求解 积分 方程 组 (y > z) 


| PA. 
K(x, y; )-(,)R«s* y; z) 
一 | K(x, s; 1)F(s + ys 1)ds = 0 


м (6.1) 
K(=, y; ) + [ ‚ ) FG s 0) 


+ | K(x, s; ғ) F(s + ys 1)ds = 0 


渐 近 解 的 证 明 类 似 于 кау 758, [BpAXUE 8 75 T b 
不 相同 ， 下 面 我 们 就 离散 谱 、 连 续 谱 、 任 意 谱 ( 它 们 的 组 合 ) 分 
别 加 以 讨论 ,并 对 离散 谱 进行 估计 

1. E Bos 

B5B ЖИН (5.1) =] Ж. SERIES (3.14) 和 特 
征 值 问题 (3.33) 的 重大 差别 为 (3.14) 所 对 应 的 积分 方程 组 
(6.1) 不 一 定 有 解 和 唯一 解 , 且 进化 方程 的 解 在 有 限时 间 之 后 
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可 能 变 成 无 界 ， 我 们 用 例子 解释 之 it a(z,0), r(x,0) 为 
光滑 的 初始 条 件 , 且 满 足 (5.15), 它 的 谱 由 二 类 特征 值 组 成 ; 
¿(Im > 0) 和 SI 二 0)， 则 
F(z,1) == ice tti 
F(z, 1) = ice ETA 
Ж, cyz ЖШ. ACC) 为 对 应 的 线性 色散 关系 . (6.1) 积 
分 方程 的 核 是 退化 的 ,容易 求解 。 从 关系 式 


Kr, z; 4) жа — n gle, 1) 


(6.2) 


K(x, z; t) = ы N q(z,t)r(x,t)dx (6.3) 


Кух, z; í) = - r(x, t) 


可 得 | 
Mggl4s Oto an 
t,i) = 一 | 
"dr. 1) DG 
| 2{се —2 A (s Fu = 
Ey t = ——— (6.4) 
r( 3 ) D(x, » 
四 | 2izce? 4v Ао Ds 
x,1:)r(x, t )dx | 
|; e mend (Ç — D) DG, 1) 
其 中 
D(x, :) =1 EC Cad AW Ds (6.5) 


а= 
于 是 我 们 可 以 看 到 ， 如 果 A). aix, 0), r(x, 0) 不 受 限 
制 , 在 某 些 可 数 集 (х,0) E, D(x,:) 一 0， 则 在 这 些 点 上 ,对 
应 于 (6.1) 的 齐 次 积分 方程 具有 无 穷 多 解 ,因而 (6.1) 无 解 . 由 


Ec q(x, 0), r(x, 0) 为 光滑 ， ИЩ [| — со 急剧 趋 于 


0, 这 些 点 在 + 一 0 时 不 产生 ,但 在 有 限时 间 后 ,在 D(x,1) = 
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0 的 特殊 点 x，49(x,!)，r(x,1) 变 为 无 界 。 因 此 ,即使 +, g 
初始 时 满足 (5.15) ,但 随时 间 的 发 展 ( 依 方程 (4.30)J)，4， r 在 
某 些 特殊 的 点 x 的 位 置 上 将 产生 “爆裂 ”(Zurx)， 这 种 “ 爆 
R” 的 孤立 子 在 KdV 方程 中 是 不 发 生 的 ， 它们 的 出 现 显示 
出 散射 问题 (3.14) 和 特征 值 问 题 (3.33) 的 重大 差别 ， 对 于 特 


征 值 问题 (3.33)， 如 果 它 满足 条 件 
а Fe C0 (6.6) 
则 它 的 解 对 上 > 0 恒 满 足 。 这 种 “爆裂 ”现象 具有 错综复杂 
性 ,在 物理 中 有 待 于 核实 和 论证 
而 当 


rz， 站 一 aq", (a 为 实 常数 ) (6.7) 
则 这 种 情况 不 发 生 ， 因 第 -个 守恒 密度 | arde 为 时 间 不 
变量 , 且 | ardt 有 界 ,因此 DC, 1) # 0,(5.4) 给 出 进化 广 


程 的 整体 解 ， 

我 们 知道 (6.7) 包括 两 种 特殊 情况 (а = 1, a= —1), 
(6.1) 的 唯一 解 存 在 ,但 我 们 未 得 到 (6.1) 在 一 般 情况 下 存在 唯 
一 解 的 充分 必要 条 件 。 为 简单 起 见 , 今后 设 (6.1) 的 唯一 解 存 
ТЕ. (6.4) 的 解 能 写 为 

q(x,1) = ice" *sechÜ (6.8) 
其 中 
Ф 10406) + AD) + (6 A Dx — iy 
@=(А( — ACD + (ü — 6) + r 
Cy 
它 是 基本 的 孤立 子 解 。 一 种 不 变形 的 、 局 部 的 疲 具 有 运行 速 
度 
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45) < 4.2) 
V Re [M f (6.9) 
其 振幅 正比 于 G¿— D. EEX 1/(4 — E). RERE 
特征 为 非 线 性 的 ， 它 在 线性 问题 中 是 不 出 现 的 ， 我 们 举 出 两 
个 例子 。 在 Захаров-Шабат 问题 

q, — iq,, — 2104* = 0 


q i imo T qux) 
rH, 4,06) = — 210, p" —q', & = ET. t — б * = Ë TR 
且 
q(x, 1) == 2ge ^15 nirt echi 2n x ко) + 8ңЁт} 


(6.10, 
这 种 孤立 子 为 振动 载波 的 包 络 , Fe ia IE ЖИЕ Te tk t T л, 包 络 
具有 不 变 波 形 和 速度 45. KWE Sine-Gordon 方程 中 ， 
н„ = sinu 


物理 空间 的 变 元 为 
X = x+ t, T = x i # = — N 244 


其 中 ， A) = у; + == —@, { = — = —tq, ¿= —c, 
孤立 子 解 为 
u(X, T) = 4tan™ | exp (ет) (X — xo 


L 7] an) 
"S (kink). 


用 《3.14) 求 解 的 一 般 特 征 值 问题 ,只 要 谱 是 纯 离 散 的 , 积 

分 核 是 退化 的 ,那么 (6.1) 就 能 求解 ， 当 然 , 必 须 满足 (6.1) Ж 
存在 的 条 件 ， 于 是 可 得 六 孤立 子 解 ， 对 于 某 些 特别 的 方程 已 
为 Hirta 等 计算 得 到 ， 当 上 很 大 时 , 抓 立 子 以 不 同 的 速度 分 


956 + 


Cr 


LEE un 


FET, 它 的 渐 近 解 为 N 个 分 开 的 具有 形式 (6.8) 的 疲 ， 这 种 
分 离 过 程 已 为 Захаров, Шабат Xj r= 一 9*” 情 况 下 讨论 过 ， 
他 们 证 明了 这 种 莪 立 子 之 间 的 相互 作用 的 渐 近 效应 仅 是 位 相 
22:2 | 

从 (6.9) 可 知 , 某 些 特征 值 使 它 对 应 的 孤立 子 解 具 有 相同 
的 速度 xx S ТА 一 o9 时 不 分 开 ， 这 种 现象 在 КАУ 7j 
程 中 是 不 发 生 的 . 在 Захаров, Шабат 问题 中 ,Rb = 5, 的 
情况 ,已 被 分 析 过 。 在 Sine-Gordon HEH, [2| = со 已 被 
Lamb (1971), AKNS (1973) 讨 论 过 ， 

a a [2205 {ECT — Т„)) — (4—»)2x) 

ж наш emi 
其 中 ,7 一 2 十 《11721217。 

我 们 前 面 已 经 知道 ,任何 整 图 数 之 商 取 为 4,66), ЕРТК 
成 的 进化 方程 能 用 数 射 反 演 方法 玉 解 。 如 果 AD) RAR 
点 ,我 们 从 (6.9) 可 看 到 , 当 特 征 值 靠近 此 极点 时 , 具有 非常 大 
的 速度 ， 例 如 Sine-Gordon 方程 ， 此 时 的 运行 速 彰 接近 于 光 
EE. 当然, 这 种 高 速 有 其 他 的 物理 解释 ,但 它 的 存在 是 很 有 意 

2. 连 续 谱 

现 考 虑 连续 谱 对 渐进 解 的 贡献 ， 我 们 从 最 简单 的 可 能 情 
况 开始 。 设 初始 值 满 足 


R(co)0(o0) = r 1145 | |4|dz < 0.817 (6.12) 


和 
R(co)0(co) < 0.383 (6.13) 


笨 件 (6.12) 保 证 不 存在 离散 特征 值 ,(6.13) 保 证 运用 散射 反 演 
污 的 合法 性 ， 散 射 资料 随时 间 : 的 发 展 为 


х Ei KK) |; iiS 
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= Vic ч ç ECR) ы. 1 
Km | ее dk (6.15) 
ЕЕ ЛЕ И AR h = K ДШН Bl 
有 
YO = a хак) = 0 ( ЖЕ) (616) 
і £ | 
r(k) = X(K) + (k — K PX" (K) (6.17) 
fj, 4006) = -2iP, {К 5 So 


tgi + Ges — 2(qr )4 一 | 
li. — fan 十 2(qr )r = Ü =; 

(6.16) 变 为 
х{ = —BK (6.19) 


对 于 F 的 积分 路 线 旋转 了 ,对 下 旋转 一 一 ,使 它 同 于 Xx“(K) 
的 符号 ,于 是 当 :一 oo, 为 固定 时 可 得 : 


Fix, 1) = oi d 3 


4 m F 8: 


F(x, 1) = е A 
LEES 
积分 方程 (6.1) 能 联合 为 
Куүх,у;)— F(x + y; t) + I K (x, z; t) 
` F(a + s; )F(; + y; t)dzds = 0 (6.21) 
对 于 Kr, yi) 也 有 类 似 方程 。 能 寻求 (6.21) 有 如 下 形式 


” 28 = 


的 近似 解 


| 1 і 
К(Х,Ү;ғ) = - KX,Y) 
v 


4 "xt 
. exp | (X J Y): 一 vi + +++ (6.22) 
其 中 , x = Y = y/1， 将 (6.20),(6.22) 代 入 (6.21), 并 计 
算 在 定常 点 的 积分 ,可 得 


b =) 
a\ uj 
ids ат) (а 
4 а 4t/ a 4; 
i /x " 
—-—] t— — 6.24 
+U) (7 1 (626) 
类 似 有 
b * 
a\ 4 
poo 100) (я) 
4 a, waa 4i 


下 


* exp |- - e 十 z (6.25) 
条 件 (6.13) 保 证 在 《6.23) 中 分 母 不 为 零 。 在 Кау 方程 的 渐 
近 近 似 解 中 ,对 忘 于 (6.24)，(6.25 ) 的 解 不 是 一 致 成 立 的 ， 对 
于 它 寻 求 相 似 解 是 必要 的 ,例如 ,对 于 Кау 方程 


u, F бик, + Hres == Ü (5.26) 
Га Ж А: XL E 
—— FG М i, 
r(G/2) VBD (F) е8 
M ы e = ===) mM (2) 
(6.27) 
其 中 ， r (k) — - 26) — 
u = PET б) — ü 72 Һа) + Gs 
` hla) + e] (6.28) 
其 中 , 1(w) 满足 非 线性 方程 
F” + {р — Qf + nF) = 0 (6.29) 
其 他 的 fC) 均 满 足 线性 方程 ，? 一 e © = 0(1). 如 


Ir(00] 2 1, Im) 具有 二 阶 极点 并 在 有 限 位 置 上 变 为 无 界 . 
如 |r(0)| < 1, Ka) 当 了 一 一 o0 时 为 振荡 的 , 且 有 形式 
J(n) 一 2d( —5)" cos — 200—1) * 


ERR ETE CE, (6.30) 
其 中 ， 


0 = 2 (—4)^ — 31а (ә) + 6, + O((—m) `), 


d AO 501 ro(0) ВЖК, Ж Ir) = 1, WU f(x) 
具有 渐 近 表达 式 (m — —oo) 
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ML Ls e EE EM ML 


Кз) 一 - 和 一 P (—23) + lC 
ux Sn 十 O((—29)^) (6.31) 


在 我 们 的 问题 中 ,(6.24),(6.25) 是 一 致 成 立 的 ,但 我 们 仍 
期 望 有 相似 解 作为 解 的 渐 近 表示 ,这 个 相位 解 具有 形式 


q(z, 人 一 Ouriexp( 十 和 十 2i0uRologr) (6.32) 


r(x,1) = Ru exp (— + xfi — 2; Q R,log ) (6.33) 


Яш, Qo R, 均 为 常数 ， 当 Oo К, 为 实数 时 , (6.32), (6.33) 
是 和 (65.24),(6.25) 9—8, REE, WR |Im(Q,, RI > 


Ls Ч + -co 时 7 或 4 为 无 界 增长 ， 这 种 行 态 反 映 了 进化 


方程 (6.18) 的 某 种 不 稳定 性 。 在 空间 曲率 (die. re) 很 小 的 
区 域 上 ,(6.18) 能 为 简单 方程 组 
| — 2(gr)q = 0 
ir, + 2(qr)r = 0 
所 近似 。 当 gr 为 一 常数 , Н. Im(gr) = 0 Ep, Да 或 + 指数 
增长 ,但 条 件 (6.13) 保 证 了 这 种 不 稳定 性 不 发 生 , 而 解 具 有 好 
кіт. 
因此 ,如 时 初始 条 件 满 足 条 件 (6.12),(6.13), 则 非 线 性 进 
化 方程 (6.18) 的 解 能 为 (6.24)，《6.25) 所 近似 ， 如 果 初 始 条 件 
是 小 的 ”, 例 如 


Е(со)О(оо) = m |r [4х [^ lalds < 1 


且 进 化 方程 的 非 线性 项 是 不 重要 的 ， 我 们 期 望 它 的 解 能 为 线 
性 化 问题 的 解 所 近似 . 
3. 离 散 谱 的 估计 


(6.34) 
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解 , 它们 的 解 具 有 简单 的 渐 近 性 质 ( 当 2 一 co BI), 连续 谱 代 
数 衰减 ,而 决定 浙 近 和 解 特 征 的 是 初始 时 刻 散 射 问题 的 离散 谱 ， 
这 一 节 , 我 们 将 综述 (3,14) 离散 特征 值 的 某 些 估计 , MER 
а(5), а(&) 零点 位 置 的 估计 ， 

我 们 知道 ,如 果 rG), 4(х) 为 相关 , 则 a(0) АЈА IARE 
变换 为 a(07) 的 零点 。 若 н(е), 4600. 为 无 关 的 , 则 а(&) 的 
零点 必须 重新 计算 ， 

现 设 

[人 zlecolar<o 
= Vn (6.35) 
|. |z|"]|r (х)|4х < оо 


则 a(t), а(&) 在 “的 全 平面 上 解析 (包括 实 轴 ，, Img = 0), 
fij iu 


R= | i 0 |7 lalar (636) 


我 们 作 以 下 分 析 : 

1) 在 Im(¿) 20 上 a(6) 具 有 有 限 个 零点 ， 如 前 所 指 
出 ， 条 件 〈6.35) 保证 了 a(t) TE my 20 E RET, H 
a(£) — 1 (| | — со), 因此 at 的 零点 是 孤立 的 , 且 位 于 
ERREZA, t) 至 多 有 有 限 个 零点 。 

2) a(;) 具有 零点 在 Im = 0 上 ,此 时 不 存在 平方 可 积 
的 特征 函数 ,孤立 子 解 也 是 不 存在 的 ， 

3) 设 N 表 示 a(t) 在 Imt 0 Eg EH, 其 中 包 
括 非 简单 的 多 重 零点 ， 设 |ë | 表示 含有 (0 的 一 切 雪 点 
的 圆 的 半径 ， 令 2, > ||, 5 < —|ф|, W [5.1 — eo 
时 ,有 
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z larg(a(£4,)) — arz(a(£.)) 1 — N (6.37) 


4) 如 前 所 述 , 如 r 正比 于 9 或 4", 那么 a(0) 的 零 所 是 
和 а(&) 的 零点 成 对 的 。 如 r(x), q(x) 都 是 实 的 , 则 а(&) 
的 零点 自己 也 是 成 对 的 。 和 这 成 对 的 特征 值 相对 应 的 进化 方 
程 的 特 解 称 为 ”呼吸 子 ”, 0x KIF, CRAFTER MUT 
的 特殊 特征 ， 

5) 如 果 r= 十 9*(x)， 则 特征 值 问题 (3.14) 为 АЭК 
的 ， 因 此 , 当 Img > 0 时 不 存在 特征 秆 ， 

6) 对 于 任意 +，4， ШЖ 


Ro = |” |r 145 s |q|dz < 0.817 (6.38) 


或 更 精确 一 点 ,如 
LO /RO)< 2 (6.39) 
Д a(t) 在 Imt > 0 上 没有 零点 。 
为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 从 (6.39) 推 出 Im¿ 0， 有 
la(t) — 1| «1 (6.40) 
因此 而 得 证 。 事 实 上 ,从 (5.8),(5.9), (5.13) 和 
lim p(w) е" = a(L) 


有 
206) — 1 = r r (z) | 4(уўе#%*-®ду(ф,е'ї*)4в 
la) — <) ecol |, 140014114 
« I, QV RQ) — 1 (6.41) 
因此 ,只 需 Pp 
l QV RQ) < 2 
АП (6.40), 


D 为 了 保证 能 用 渐 近 方法 , 不仅 要 求 满足 (6.38) 或 
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(6.39), 还 要 求 满足 条 件 
E 2 (8))| < 2 (E 为 实 的 ) (6.42) 
从 而 推出 | 
RQ < 0.383 


事实 上 , 因 szt bb — 1, (6.42) 能 写 为 
[1 — aa(£)| < 2|aa(ë)| 
如 令 аа(&) = a + iB, ШЖ 


а) 


因此 ,要 求 laal > 1 1, В la| > E des 


уз /з 
最 后 ,我们 要 求 
| =. 1 
К Үш ЕНЕ ы, ciere 
la(£) | Wr |a(š) | s 
而 要 满足 此 不 等 式 , 仅 当 
L Q RO) < 2 — —\— 
(2V RQ) < = 
BI] 
RQ < 0.383 


8) 依 模 最 大 特征 值 5% 的 估计 ,我 们 要 求 9(x)，r (x) Ж 
些 附 加 的 光滑 性 ,可 得 到 “的 三 个 上 弄 ， 
a) Wk q(x) 对 * 连续 可 微 , 令 


qa = max|q'(z)|, 4 一 | 1ана, B = 1,(2V RQ) (6.43) 
如 果 | 
|| >= 2 fa + = A —t (6.44) 


a @4 o 


则 4($)#=0, 因此， 所 有 特征 值 必须 位 于 圆 内 : [0] < L, 
Ж, 5, 由 《6.44) RE. 

现 证 明 由 《6.44) 可 推出 |а4(@0)—1|<1, PXE, 从 
(6.41) 有 


Ге r q(y)e o7 dy = | 4(в + р)е?&?ар 
s 0 


= ala) |^ erttap + | С + m)pertidp 
ü [ 
其 中 ,U = m < p. 


111 < иен ri (6.45) 


Жш, n= Img, 366.13), (645) А (6. is 令 


I QV RO) {з} Irgldz + 证 5 Rg) < <1 


因 102 w, 8106.43), ERRIRE 
is p {Atl p ВА 
г> p {4Ш1+ Ran 


Bl 25 (6.44). 
b) Ж «62€ c， 则 可 得 到 比 (6.44) 更 好 的 界 。 令 q = 
max|4 (х) |, Tri 5, 满足 


I QV RO) 1-21 |" Malas 


seti. MIT 


I |` |rg'|dx + x Rg | < 1 (6.46) 


则 «(257 0 (3 || 2 |6. Bj. 

c) 我 们 注意 到 ,从 (6.45), (6.46) 所 得 的 量 是 和 多 项 式 积 
分 守恒 量 相关 的 , 于 是 直接 利用 守恒 律 能 得 到 | 如 | 的 另 一 种 
估计 ， 如 对 革 а > 0, WB 


2 Де. < со (6.47) 


Д] a(2)s50, 5 || > L h, 


"BG BBB АОИ ЖЕШ 


在 前 面 几 节 里 ,我 们 已 介绍 了 用 散射 反 演 法 求解 问题 的 
大 致 过 程 ,这 只 是 一 个 求 形式 解 的 过 程 ,其 中 不 少 步骤 都 有 待 
于 数学 的 严格 化 ,例如 : 一 维 量 子 力学 的 Schrödinger 方程 的 
特征 值 问 题解 的 存在 性 问题 ; 由 有 界 态 和 反射 系数 能 否 唯一 
确定 位 势 q(x)9 散射 矩阵 应 满足 什么 条 件 使 位 势 qx) € L; 


(RINE Li (рб): |7 POI + Das < со} jo Гель 


фанд-Марченко 积分 方程 在 什么 条 件 下 存在 唯一 解 ?等 等 , 特 
别 是 ， 如 果 我 们 要 从 散射 反 演 法 去 寻找 微分 方程 理论 研究 所 
需要 的 解 ( 这 是 一 条 很 好 的 新 途径 ) ,我 们 还 要 对 反射 系数 、 积 
分 方程 解 的 可 微 性 ， 由 散射 反 帝 法 构造 出 来 的 国 数 的 可 微 性 
以 及 它 是 否 满 足 微分 方程 作 认真 的 检验 和 证 明 。 所 有 这 些 在 
数学 理论 上 需要 回答 的 问题 ， 我 们 把 它 称 为 “散射 区 神 丢 的 
数学 理论 基础 *， 这 一 市 我 们 主要 介绍 有 关 的 重 归结 朱 , 并 对 
证 明 中 带 有 普遍 性 的 方法 ， 附 以 少量 的 证 明 ， 详 细 地 可 参见 
[12]. 
引 理 1 对 于 每 个 《，ImK = 0, 积分 方程 


пб k) = 1 + | D.G — DIMC, Юй 
具有 一 个 解 mss k), 29 Schrödinger Jj 
m" + 2ikm' = q(x)m 
具有 边界 条 件 mC, k) — |(* — оо) 的 唯一 解 ,其 中 ， 


. бб = 


i di kE 3 1 BI 
D,(y) = | e? d, = T (eY — 1) 
mlx, k) 满足 条 件 m(x, К) = m(x， —k), BA it 


(i) Im(x, & k) — l| = enii. ТП, 


< em ses TII 


(ü) |m(x, k) — 1| 


(1 + ma 一 0) | A + 10) lalar) 
二 | 


T+ А] 
(1 + max( —x, 07) 
Осу 7.1) 
« кап (71) 
Gü) lex, D] 0 ad <. 
Каж 01а 
I 
l + [А1 1 十 | 
WEOL 


(iv) Im'(x, КК, 


‚ Ü = x < оо 


十 | 
其 中 ， nG) = [lao aes WAKAR k DUET 
|a + [|0 14) 14 


1 = 0, 1 或 2, 对 于 每 个 x, т(х, K) 在 Imt > 0 中 解析 ， 
在 Imk > 0 EES, Egh Gi), тх, k) — 1€ Н, Еф 
Н?* 表示 函数 АСК) BJ Hardy 空间 , HY = {А(А) Є 215 —оо, 
оо), supph € (—99, 0)}, 


. 7 + 


， == i F. e" RR 
RA, aCe, k) 一 m m(x, k) 对 一 切 Imk > 0 ЕЛЕ k = 0, 


krh(x, k) 对 一 切 Im 2 0 连续 ,如 q(x) € Li, M mx, A) 
也 存在 , 且 在 & 一 0 处 连续 ,我 们 有 估计 
(v) |т(х, k)| = cons(1 + 22), VImk 22 0, 46141 
证 Volterra. 积分 方程 的 选 代 总 是 收 敏 的 ,我 们 有 


m, K) = 1 + 2g, k) 


其 中 
g (x, Kk) == » е D,(x, — x1): * *D,(z, — x44) 
- С) Graz: dz 
usb а т IG 104 зан, 
La (roay 
I4 "| 
其 中 , 我 们 用 到 了 估计 100001 < s Imk 0, 此 即 得 
到 (i). 
另外 ， 
Is DI e | Gm X — 0G ава) 
‚ [aC lalan) 1а de, 
k Moja] de 
_ U G — 016091) 
nl 
* á8 * 


其 中 ， 我 们 用 到 了 估计 IDOI < у, k> 0, » 2 0, ЖШ 
得 到 
|ба, Ky— 1| < ev (а) 
其 中 ， | 
y (x) = | (1 — NÒ di 
我 们 知道 
Im, &)| «14 | (2 — ғ)1400 11те, Юе 


Ip ECOLO k) | dz 


+ | (—xz)|qG2||m(:, Y| dt 


| 
<1 + | TON ORE? 


+ | C-91«911mos ЮГА 
注意 到 第 二 个 不 等 式 对 正 的 x 和 负 的 x 均 成 立 ， 且 有 
Le ассо, Га 


ei (a + e"? (0)) | 11462) de) = K < co 


elel € їл, 我 们 有 


IMG] <1 + | рд1м@, | ds 
ERRATE 
мс, < ер? а + 120190014) < K < oo 


Rp | 
|т(х, К)| < Kat + |r|) 


s 69 s 


如同 上面 所 进行 的 那样 ， 
|m — 11 <|” dla mG, Юа 


+ (0190011900, DL ie 
< 2900) |^ 90014 


+ (а), | G + DIO d 
则 对 х<0, # 
Im = L KA |) | (+ инд! 
对 x 20 
[m — 1| < e'9rG) < e | eade 
联合 (i) 我 们 得 到 (н), Gi), Gv) 的 估计 根据 
п) = — |. Eml, Юа 


如 同 (i 进 行 估计 。 通 过 直接 计算 ,可 证 明 普 为 Schridinger Jj 

程 且 有 m — 1 (x 一 +оо) 的 唯一 解 。 且 由 展 成 级 数 一 致 收 

证 性 可 知 它 在 Imk > 0 处 解析 ,在 mk Z 0 上 连续 . 
接 下 来 考虑 (х, K) 的 估计 ,我 们 有 


m(x, k) = | Dlt — x)qGOrCt, k)di 
+ | Dl — «Q0 mG, k)de (72) 
对 于 4€ Ll!， 利 用 不 等 式 
UN = p k [Z e| au a 
我 们 得 到 
„10° 


i 1 TE a r m M mae M o e = 


А kD,(: — x)aGom(, ка| 


CEU EE pia Ng — x)| 4C) | dr 

= K(x) < oo 
我 们 看 到 alr, k) 存在 (k = 0, Ink > 0), H A&m(x, k) 
连续 (甚至 A 0), S3 ER, limbs, k) = 0, HF 4€ 
Li, ЕН ` | 


PAC — x)| = n менди) =< (: — +) 
故 有 _ 
|| D.C — онот, Юа) 
< [6 = 0) mcs Юа 
设 x « 0, hij] 
| elato mle, Dla = |” PII lles 12s 
+ | AOI mC OU 
< j a]qG)|]mGG, R) | d: 
+ | Ilinc. Dia 
< const( 1 + х2) 


上 面 最 后 一 步 不 等 式 是 由 |m(:, К) < K(1 + max( 一 1,0)) 
推出 的 ,如 x > 0， 则 有 


ү 4С) тС, k)| de < K | @|4()\| а: 
| аон, k)ide < КО — zmax(—z=, 0)) 


. 71 + 


2c mmi nier Rr mE oe n coo ЕЕЕ ан 


现 设 x = Ü, 则 有 : 
[e — кано, Kae 
< || Pla ебе, DU i 
= К i 
如 + < 0， 则 有 
| G адо, Юа 
«2 |" гд, DL 
+ 2a? | 19CD1lm(e D| de 
«OK d 2) + 22K r laCOLCL + эй 
< KQ + х?) 
因此 ， 
| @—«714(д11(, Юа K,(1 — х)шах(—х, 0) 
故 有 
(x, k)| < KX1 — xmax(—x, 0)) 
+ [G ао, Las 
ARZA 
(х, K)| = Kl 一 xmax( — x , 0))e"? 

这 个 界 保证 了 (7.2) 中 Cs k) 的 逐次 逼近 序列 的 一 致 
收 敏 性 (对 0), Blk (n, k) 存在 , LE Im 20 上 连续 ， 
其 中 包括 K = 0, 

最 后 , 对 任何 z， 

Gs DE Ki + e) + | aO ln DL de 


- 72 * 


+ (х) | MOLAC ЮТ 

< K,(1 + 2) + y IO 1196, Rl dr 
+11 (асос, DL d 

«€ K,(1 + 2) + Ke 9(1 + +?) | С de 


+ [el асос, la 
即 
к, < i+ Гаж аео, Юа 
其 中 , 2 一 |а, KIKO + z), ARZE 
106, OI exo {| G + 21014] 
即 

| lale | < К e) 
这 就 证 明了 (v) 和 引 理 。 

以 下 证 明 有 关 т(х, k) 在 Imt > 0 上 零点 的 性 质 . 

引 理 2 对 任何 *，m(z, k) 在 mk >0 上 有 有 限 个 零 
点 ,这 些 零 点 是 简单 的 , HETEN kik. W k= ile > 
0) 为 m(x，) IS A, Д Pm —P 为 算 子 日 = 一 -+ 
q(y) YE L: (z < y < co) 上 具有 Dirichlet 边界 条 件 在 ?一 
x 上 的 非 退 化 特征 值 ， 对 任何 х, 对 于 实 的 &( 除 在 上 一 0 以 
外 ) p 如 m(x, 0 一 0， 我 们 说 Dirichlet 算 子 


E < Ha 4E L! (x < y < oo) 上 具有 一 个 “ 虚 的 水 平 ” 


(Virtual level);  — 0 不 是 这 个 算 子 的 特征 值 ， 


ë 73 = 


mlx, K) = 1! + ү В(х, yje dy 


HEr, В(х, y)€ D (0 y < оо), ВАЖЕ 


yt IR. 
引 理 3 积分 方程 
B(x, y) = | q(z)dt + j dz n dtq (0) B(1, z), 


y = 0, 
具有 一 个 实 的 唯一 解 В(х, у), БА 
1B(x, y)| < e" n(x + y) 
Pl, В(х, y)€ L''Ó L* (0 < y < co), Ж 
1BCx, )[„ < e" n), MB(z,-)|, € e" *v(x) 
B(x, Y) X] х,у 为 绝对 连续 , 且 有 


| 2 B(x,y) + а(х + 2) < е''©л(х + y(n) 


Es B(x,y) + q(x + у)| еен + у) о) 


В(х, y) 为 波动 方程 


pr Bs EB y) = 0, y 20 
Әхду Әх? 


具 边 界 条 件 -CEED a PEGAD a g(x) ун, 

| X y 

最 后 ，m(x, k) 一 【十 | BCe, y)cweay 268138 1 ду 
Jost РАЖ, 

证 类 似 于 Агранович Марченко"# 的 迭代 求解 。 


B(x, у) = y K,(x,y) 


Ki(z у) |^. 90) 


e 74 • 


Kur, y) |. dz NE g (KC, z )de,n == Ü). l, М. 
我 们 证 明 
\К„(х, y)| < "ш "(z + y), п2 0 (7.3) 
设 (7.3) 对 成 立 (n = 0 显然 成 立 ), 则 有 


| E (z, y)| =< j dz | FOICE 十 z) Угу di 
ü к+у—=ж n! 

© nlr + y) | zu lec) 92. dt 
ü r+y=r п! 


пажо) (E? tol (| dz) а 


x 
x r4y-i 


(z) а) 


== 1(: + y) (^ FiO] P (t — x)àdt 


+ (7 uo £O 
Jr; n! 


十 | aco Z уш) 
r+y n! 
< GE | ае) UO) а, 
x r! 
«аж 0) I«olc a) 


0 


ЕУ 


"(а — х) 140и) | du) 
n! 
) oco» 
(n + 1)! 
这 就 完成 了 归纳 法 的 证 明 。 同时 我 们 有 Ble, y) < are 
x + 》)， 特 别 BG le < е (ж), Н. 


dt 


в 75 


一 一 一 一 


вс, Oh < e"? [aC + y)dy — ее б) 


显然 , BA х,у 的 绝对 连续 函数 , 且 易 于 直接 验证 如 为 波动 方 
程 的 解 。 并 有 


2 B(z,y) + 4(х + a 


ака |- j а(х + y — z)B(x + y — z, z)dz 


x à; 
= |. \4(х + y — z) |e ^ 7 "n(x + у)ав 
< y 十 y) GO 
980522) 的 计算 是 类似 的 。 最 后 , 若 定义 
y А 


mlr, k) = 1 + | BG yjet dy 
则 上 述 估 计 表 明 m'(x. K) FE, B. 
т) = | ЕЕС 


Ра ү Е B(z,y) — Be) ею dy 
elei eno 
~- f; [конь] evo 


E. 2л | B(x, y)ertdy 


由 此 可 知 m"(x, k) 几乎 处 处 存在 , 且 有 

m" + 2ikm' = qm 
file, k) — 1] =< Bs; ll < e? (x) — 0(x — +оо), 
Ш m295|38 18g Jos pPESXCME—HJ), SEEE, 


#6 • 


现 设 m(x, k), m(x, À) 为 引 理 1 的 Jost 函数 ， 令 
f(x, k) = e*m (x k), 1(х.К) = et" m, WÜ) АС, 
K), hÇx,K) 79 Schrödinger 方程 

—]; + ql; — El, i 1,2 
具有 h ~ eitt(z— +o), h~ t(x 一 一 00) 的 解 ， 现 
Ark) Я (х, К) 为 方程 的 两 个 线性 无 关 的 解 (K = 0), 
事实 上 ，Wronski 行列 式 


САС), (х, — 40] m fie AO C, — X) 
— ҺМС, ЮЛ, —k) == const == lim(e' GR) ^ 
— eitr —jk)e'ts + o(1)) = 2ik ve 0 
RM, (0а, k), fx, — 10] 一 —2ik = 0, 


因此 存在 (唯一 ) 函 数 T (k), T (k), ROO, К.К) C3 
别称 之 为 穿 透 系数 和 反射 系数 ) 使 得 


FEAT = RÀ) r 
f(x, K) TE D rt —k) 


e D= ЕЮ, x йу 
f(x, K) ук k) + — Y f(x, —k) 
Жн, K = 0, WT mom: 有 关系 式 
T(K )m,( x, k) = R,(k)e" mx, k) + mx, —k) 
T()m(x, К) = RAR)e mix, K) + mx, — 0) 
我 们 定义 散射 忠 阵 为 


sCO 一 人 


Т,(А)К (К) 


воют) *** 


则 


CUR : A s fas | 
ТОЮТ K [fi(x, t) h(x, K)] = D 


. TT... 


RCD 1 ps, f(x, DI 
T(À) 2% [fi x К), h(xz, &)] 


RD. 1 | x, — x 

OD T gp P ZD h(z, W 
从 以 上 这 些 我 们 看 到 

TR) = TŘ) — T(K) 
R (k)TX(—K) + Е. —5)T.(R) = 0 
且 
T (k) = T(—&À), RICK) 一 R.(—k),R.(k) = R.( —k) 
将 其 中 一 个 代数 关系 式 代 人 另 一 个 , 即 得 
IT(&)|2 + RGP = 1 = [TODOP + ROT 
AE TERI kA 0, S) EU, 
由 


mm 人 一 1 二 | (EL) Comes Юй 


= p kz 全 | q(z)m,(!, Юю) 


+(1- ai | Om + о(1) 
X »(:,0) = ун то, Ю + уто 0) 
| mdi EE eer FD 
因此 ,我 们 得 到 散射 系数 的 积分 表达 式 
Rem „| ааст, Dd 


1 "Y c m. 
TD 1 Jik NO iG, K)dz 
对 于 散射 矩阵 S 的 主要 性 质 可 综述 为 如 下 定理 ， 


.. 78 в 


一 


如 4€ Ll}， 则 有 二 种 可 能 : І 

(1) 0 < cost < |T); ВЖ IR /(K)| < const < 1, 
j= l, 2, 或 

Gü) T(K)= ak + о(4), «550,4 & — 0 BF, Im k 20 


l + КК) = aik + o(k), i= 1,2, 25 & — 0 bF, Ж 
为 实 的 ， 


VI (XH) 


T (K) = Т(—6), RC) = R(—k), ј = 1, 2 
定理 2 


Ж. 3: e „ше 
T( — 2ik Жаш, 
к e И M а 
= 1 2i | a(z)d: T | mle) e de 


其 中 
Ix G2] < 14621] + kL (y) € L'(—co < y < o) 


«б! < K (|” lacta + l^ 14014 )е L 
(0 < y < оо) 


LG) = (7140014, y> 6 


L (y) = f. |1402) |42, y < 0, 


对 于 T(K), mrk), mix, Á) k s nr 
定理 3 (1) 如 qé Li, Mi 


mx, b) n 1 F j: A 


十 r 5 (| glede) + о v 


ғ B0 = 


PEP o ee cerae RR ur nerd ш Does 


如 4€ Ll}， 则 有 二 种 可 能 : І 

(1) 0 < cost < |T); ВЖ IR /(K)| < const < 1, 
j= l, 2, 或 

Gü) T(K)= ak + о(4), «550,4 & — 0 BF, Im k 20 


l + КК) = aik + o(k), i= 1,2, 25 & — 0 bF, Ж 
为 实 的 ， 


VI (XH) 


T (K) = Т(—6), RC) = R(—k), ј = 1, 2 
定理 2 


Ж. 3: e „ше 
T( — 2ik Жаш, 
к e И M а 
= 1 2i | a(z)d: T | mle) e de 


其 中 
Ix G2] < 14621] + kL (y) € L'(—co < y < o) 


«б! < K (|” lacta + l^ 14014 )е L 
(0 < y < оо) 


LG) = (7140014, y> 6 


L (y) = f. |1402) |42, y < 0, 


对 于 T(K), mrk), mix, Á) k s nr 
定理 3 (1) 如 qé Li, Mi 


mx, b) n 1 F j: A 


十 r 5 (| glede) + о v 


ғ B0 = 


PEP o ee cerae RR ur nerd ш Does 


"ine pen, ШОУ 


+ uo 4 TOLI Жеп С) 


1 |" 1 
ТЮ — 1 + L «оа + = 


(„юг (à) 


Gi) 如 qe Li, g'e Lt, MM 


| NC DN 
т.(х,6) = 1 Б qG) di + 2Qiky 


(eon) (1) 


Y UC MEE * эы i 
(xk) = 1 у). 104 + ah 


I (| - TOLA " Де) " ( 1 ) 
证 明 是 直接 的 ， 


对 于 位 势 g(*)， 我 们 有 如 下 关于 它 和 散射 资料 关系 的 重 
要 表达 式 和 估计 


定理 4 设 q € Li, 具有 有 界 态 —#1 < РА < — Bi; 规 
范 常 数 Cj, J = 1, 2, “уп, 和 反射 系数 К, ДЇ 
G) «G) = см2 È" anemia 


十 > (2ejexp( —28;x) ) m(x, ;8;) 
= "ETC Юе, Dat) 


. B] o 


"A > (2e; expl — ifix} ) m'(z;íB;i) 


其 中 ,收敛 是 依 Césaro 平均 意义 下 的 几乎 处 处 的 收敛 ， 
(ü) q(x) = F'(x) + 2 ү F'(x + 2)В(х, гй 


4 A Е'(х +X B, x B.C di 


+ >, (2с;ехр{ —28;x1)' * mi( x, ibi) 


i=1 


= Q'(x) + 2 | oe + 1)B(x, it) dr 
十 | Q'( x + (CB, B.) di 
ü 


OC) = FG) + Ў) tee - 284] 
Gii) n ке) € L', WI 
аб) ~ | AROA), ЮК 
+ Qeepi — iD + ms iB) 
定理 5 设 «юеш, В 
Q(y) = Е(у) + > 2c;expl —28;yl 
则 00у), FG) 为 绝对 连续 函数 , 且 有 
|q(x) — О'(х)| < K.G (Г Ко? 


其 中 ，Ki(x) ЕРА, АН 


| Fold + 111) < Ка) < © 


. 82 * 


= 


Ше: < Ка) < оо 
定理 6 up 
(тю RADY ссе 
R) Т.А)" 
为 实 位 势 a) € Li (没有 лерин лке 
Tis Ti, Ri, R; 请 足以 下 条 件 
(1) СЗ) T(K) = ТК) = T(K) 
(ü) (U t£) 
ITCR P + (RCA) = [TKP ЕК) = 1 
R (k) T(R) + RA) T(&) = 0 
Gu) (解析 性 ) ТОК) 在 上 半 平 面 上 解析 ， 且 连续 到 轴 
Е, 
(v) 〈 渐 近 性 ) ТОК) — 1-7 o(1/|&k]), Imk 2 0, 


TE E 
КА) °( F 

R 为 实 的 ， г==], 2, 

(v) (在 == o 的 估计 ) IT(&)| > 0, Imk > 0, А = 0, 
HS 

(1) 0< ¿< |T(A)|, 对 一 切 ад 20 ,或 者 

(2) T(K) T(0)A T olk), T(0) = 0, Im £ > 0 4 

1+ R,CR) = p;^ “Р o( K), 1 = 15 2, k XS. 

(vi) (Z) Tk) = ТА), ВК) = R.,(—k), j= 
Кед 

Qi) куу 一 上 | RbDexeak， 1 一 1,2 为 绝对 连 
S.H. 

[кла + 12): < оо 


. 83. 


Jj ЕО + id < c(a) < co, —co < a < co 


对 于 KdV 方程 ,我 们 用 散射 反 演 法 构造 它 的 解 , 可 以 得 
到 初始 函数 当 [x| — oo 的 衰减 性 和 它 对 应 的 解 的 衰减 率 和 
жй. 

对 于 Кау 方程 的 初 值 问题 

и; — бий, + u, I Í == Ü 
ulus = U (x) 

我 们 设 初始 函数 UG) 满足 

(i) U(x)€ с(Е), +> 3 

Gü) UC) 分 片 连续 

(ui) ШЧ! (ку = o(|x|") HREAN > 0,V, & + 1 

我 们 由 Марченко 方程 


B.C, y, + (0, pap E а 
+ Ort y,t) = 0 (7.4)+ 
求 出 B(x, У» t); 其 中 


Q, (x, z) = F(x, t) + 2 > c (#)e 20; 


ї=0 


FG, D= Ly ona D = ей, 


由 此 , 令 
u(x, 1) = —В%Ф®®(у, 0, 1) = ВӘ, 0, г) 


即 为 KdV 方程 初 值 问题 的 解 , 其 中 


4 NN 
Bev, y, г) = 01050! B = (2) (2) = B. 
адас 8x / \Әу/ VB; ; 


我 们 求助 于 如 下 的 Фаддеев® 和 Агранович, Map- 
ченко"! 的 结果 , 籍 以 建立 初 值 问题 解 的 存在 性 和 交 衫 性 . 

定理 7 (Агранович Марченко) 5 52 А7 х, ғ, 设 条 件 

* 84 è | | 


i re -= “шг: 1°! 


+ |” G + DIOG, Dds < ©, Yre R (7.53, 


>—}й&, WWBNHUARC. A). (4) Rd — В, (х, 
Y, t), 且 有 


+ |: (1+ |z|)|]B%%m(z, 0, Ol|dz < co, Ухє R 
定理 8 (Фаддеев) 对 固定 的 í, L i B: 
+ |” ag. ld < оо, VER (76), 


B£ | | 
如 limša,(ë) Æ 0,ll]r (5) = —1 + AE tol) (7.7), 


上 = a5 + o(5), a = 0, £— 0 
їй =, PIU C74 ) «RS EE E 

— BY x, 0, г) = BUM", 0, t) 
X—2» р и ЈЕ У 

u(x, t) = —В{}!'®®(х,„, 0, t) zz Bus, 0, t) 
ДПА ГАУ ибх, 1) 的 Schrödinger 方程 
Lab = фу, u(x, 1)ф — рф 

有 具有 散射 资料 (4.12), 

我 们 利用 反射 系数 r4(5) 关于 初始 范 数 U (x) 的 积分 
表达 式 ,可 以 检验 定理 7, 定理 8 中 的 所 有 条 件 均 成 立 ， 由 此 
我 们 得 到 Кау 方程 初 值 问题 的 解 u(x, 1), HWE 

F. (1 + |=|'2)|]a(x, t)|dr < co, WER 

我 们 有 如 下 定理 

定理 9 (a) 如 j+ 317 2[N] 一 6 一 yy， 则 初 值 问 题 
的 解 n(x, t) 存在 , 且 Cr, г) 存在 ;对 г 0, 

(b) u(x, 一 Us (179 0) j= 0, 1, 2 

(c) W 12 0, 
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Hi е Bm 
u PP у, E JS [N] —6 — = 
-du-p-5 


OÇ |x| ), х->—со, j &2 
(d) 对 一 0 
О(\х|7%%—7-#), х +oo, ј < 2 
uix, =] „өн, — ° 
I=2[N] —6— д 
l 
Еф, 5 = 16° 
= [> Jost 函数 }„(х, 0) 线性 相关 ， 
2, Jost ЮЙ falx, 0) 线性 元 关 ， 
从 定理 9 可 看 出 ,如 上 一 0， 则 当 x 一 十 oo 时 ,uw 很 快 衰减 ， 
但 当 x— —oo 了 时, 则 衰减 较 慢 ， 


HN жаш 


第 八 节 高 阶 和 多 维 散 射 反 演 问 题 


在 第 三 节 中 ,我 们 仅 考 虑 了 二 阶 的 散射 反 演 问 题 。， 对 此 ， 
我 们 可 写成 如 下 的 矩阵 形式 


现 考 虑 高 阶 散 对 反 党 问题 ， 


ч 


C — EA X. 


l V, = :¿DV + NV 
V, = OV 
Kup, D = (48), N; — 0, d, 为 常数 。 利用 Va = Vie, 
及 t= 0, 我 们 有 

Q, = N+it(DO — QD) + (МО — QN) (8.4) 


(8.3) 


或 

О, = №, + it[D, 0) + [N, 0] (8.5) 
我 们 寻求 9, 使 之 满足 (8.5) ,此 时 (8.3) 的 二 个 等 式 是 相 容 的 ， 
因此 我 们 可 得 到 非 线性 进化 方程 ， 将 0 展开 成 如 下 形式 

0 = Qr + Qo (8.6) 
将 上 式 代 人 (8.5) 得 
ор + 09) = N, + [N, Q^] + it{LD, 0®] 
+ [N, Q1) + 1р, Q] 
比较 已 的 系数 得 
i[D, Q?] = 0 
ny, 
2; (РО — ORDy) = 0 


FH D ik = 8;,d, 有 
(d; =н di) Q? = Ü 
因此 
09 = 48и cen 

HZ 4; = сопи, Б САУД 

QU za ;[D, QU] + EN, QU] 
因此 

n == ү 2 (D,, OF e. QD) 


十 之 (Ne 一 ORN y). 


» 87 = 


i(d, — 400 + (qj — 4ӘМ» = 0 


Суй) = gq; — di N; (i*i 8.8) 
(4—4) ' DEM pus 


当主 一 了 时 , 取 QD = 0, 
XX 设 а= + US; 一 ан, 我 们 有 
р = aayNi (š == 1) (8.9) 
比较 的 系数 ,由 on = N, + [ N, Оо], 得 到 


а Ми = Ми, + bi (Na Na; — a NaN) 
k 


因此 ,得 到 ММ 一 1) 个 进化 方程 
№, = aN, + У) (aa — a NN, (8.10) 
k 


或 
Nj, = ajjN jj, + >, (ад ox аы )N i Ny 
kii 


& N; == с:М№ (і > j), WAE сасы == 一 oi (G Ai) 
H a;; 为 实数 ,此 时 (8.10) 与 (8.10)* 为 相 容 ， 因 而 方程 个 数 可 
Wb. 事实 上 ， | 
М, m aj; Nj. + da (aij 一 ан) МАМЕ 
Кё 
ДЕД ou, 利用 or 一 ан, 得 
N jj, = aj Nj, + 2 (aj — аы )0 ММК, 
Ajaj 


利用 o; = — oys BHS 
Nj, тщ "PPP + > (а ке aN Мы 
kia 


co жаннын ask "нела – лга ананан ЦРНА АНЕ ee rns i n RM 


而 且 还 可 改写 为 


N jj = aN ij t (ai, — a, )N á Nk 
kii 
T bi NN, (a; ERE аы) 
Pi-ki 
十 g NE Neila — ам) 
ii >k 
Hili »23 
0 N. М» 0 A A 
| N = TaN’ 0 Na sims Cad? 0 A, 
G NA сМ 0 Gafi 01,43 D 


令 aa V, др = Vy, аһ = V,, HHBRCS.10)H 
A, = VUA, + ea V, — VAA? 
А = Fida + (V, — FAA, (8.11) 
A, = VA, + gx ( V, — V.)ArA; 
5 其 中 ， — 03 = Undy, (8.1) 为 三 波 方程 ， 有 了 时 为 方便 计 , 引 
| ^ А, = аи, А, == —1аш;, А, == agis, H 
2 н q“ 


ш (V, kes FXF, Vi E m (V; A VV, = Vi) 
q? 一 did 
(V, 5 Vaz 
则 (8.10) 为 


tyu == Уи, + тыфиш{ 
ну "= Viu, — itti (8.12) 
us = Vy, 十 Cuiqulua 
如 果 我 们 展开 QO 至 避 项 ， 
"`< ` wal" Дд о" 
将 上 式 代 人 


ILIUM 


0, = N, + 11, Q] + LN, 0] 
可 得 


B iN iis, + в Мах T > Yu (N iN ain 
ks d : 


= Nu, S (sú — 53) * NaNy 


LTE] 
dox. Pm NaN. + (By + у) 
У kiaj 


— (Bu T Y ui) Е №} + > CB NUN uis 
R si al 


m B NUN a) 十 br У; (Y jgmlN j Nim N s 


Kashi j тәй 
ТЫГЫНЫ, (8.13) 
其 中 
9i" — 4j? 
i (d; — dj) 
PME EN 
; (d, 一 di) 


ан = = dii 


Bi = — pj; 


ap — a 


LET! = А = Tiik a Y ui 


¿ = 1 og 
"o 4(4—4) 
事实 上 ,比较 Г. D. t t BJ ASIS 
i[D, Q?1— ә, Q9 = [iD, 0%] + [N, 007] 
0? = i[D, Q?] + EN, Q“ ] 
OF = N, + [N, Q], QR = 4954, Du = 48 


由 0? = ;[D, 0°] + LN, Q^], BP 


; SINT — QD.) + > (NA08) — ОМ) = 0 
k 
TAX | 


op = 41^ — 41^ м, = а:№ 
i (d, Em | 
EH 
0? = i[D, 09] + [N, 0971 
ана = i(d; — dj)Qf? + 2 (au — a4 )N Nu 
zi 
T (0f — QI )N;; 
于 是 有 
W __ 6 N. (a; La Say) y N..N 
š itd — 4) | & i(d, — di) ка 
_ о — op = Hy 
i (d; 一 2, 
Nj; = В.М, 一 24 Tu N Ni + Ж 
kei ud 
RA 0P-— N, + IN, 0], В (8.13), 
£i 2 п == 3 取 
0 А, А, 


М 一 „ү. М 0 0 
gud; 0 0 
和 g; == 0, 即 有 
ga Aiz 十 24,(04| 4,1? + 04] Al?) (8 14) 
ida = An, + 24 (05 AL? + 041 4,12) | 
对 于 Boussinesg 方程 


Wu m W i. _җ 6(W2),, + W rix p" Ü 


(8.15) 
它 对 应 于 取 


* 91] = 


0 0 1 
М = P 0 (1+ son) (8.16) 
ÁN, 1 0 
AJAN RR, W 一 е“, ERCOR TERR 
I, Í, Í + (1 + OF + OF, = 0 (8.17) 
Km, Q, = №, + Na, 9, = (2 + W,)Na, 


例 3 шен 
о A iB 
"| 0 0 e] (8.18) 


— 0 0 
则 可 得 到 方程 组 
өй + lAs = AB 
B, = —a(|41?), 
此 间 题 出 现 于 浅水 中 长 重力 波 和 短 毛细 波 的 相互 作用 ， 
以 下 考虑 高 维 的 散射 反 演 问 题 。 在 这 里 。 我 们 仅 考 虑 合 
参数 y 的 情况 。 此 时 特征 值 问 题 为 


w (x, Y, t) = itd(y) v(x, y, £) 
X 


(8.19) 


十 ү: N(x, y, z; t)e(x,2,0)dz (8.20) - 
- (x, y, 1) = NOS z; f)v(x, y, z; t)dz (8.21) 
由 v, = s, R t= 0, 8j 
ox, Уз Е; t) = N,(x, У, 2; t) 十 i(dCy) "LI d(x)) 
< Q(x,y, 210) + NCC E. z; N(z, y, z; t) 
— N(x, z', z; 1)О(х, y, z; 1)]dz (8.22) 
fk C ROT, O = QU 十 590， 可 得 积分 微分 方程 
М(х, y, z; +) - a( y, z )N.(x, У, 2; 1) 
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十 J. [e(y, z) — aly, z)]N(x, y, 25; £) 
- N(x, z', z; t)dz' (8.23) 
Je rB, о(у, 2) = lele) — c(y)]/i[d4(z) — 4(y)] = alz, 
у). сў Е o, zolz, z)= —(y, z), y >z > z 
时 , 则 对 称 条 件 М(х»„у,г;г) = aly, z)N*(x, z, y; 4) (y > 
z) 是 满足 的 。 我 们 现在 考虑 二 维 情 况 . 
í V, = ;i¿DV + NV + BV, 
V, 2 QV + CV, 
В 65, = 0, B. B, D, C 均 为 常数 ,我 们 有 
„== О ГОК + CV,] + NV + N(QV + CV,) 
+ B(O,V + QV, + CV,,) 
„== O,V + O[:EDV + NV + BV,] 
T C[:2DV, + NV + NV, + BV,,] 
利用 V, = V,,, HEV, Vy, Vy 的 系数 相等 ,得 
Ууу: [C, B] = 0 (8.25) 
V, С, D] + [O, B] + [C, N] = 0 (8.26) 
V: lO, D] + UO, N] + 90, + CN, — BO, =N, 
(8.27) 


(8.24) 


下 面 我 们 考虑 最 简单 的 情况 : 
C == cibis В = bby, D = 484, Ni = Ü 
其 中 ,ai, bis di 为 常数 , 则 由 (8.25) 有 
У) (CABy — Ba4Cy) = 0 = cibi — cibi 
k 
由 (8.26) 有 
LC, D] + > (ОВ, D. Bj Qj) 


+ 2, (саћу — Масу) = 0 
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”由 此 
Q; == — Na = 1), Qu == q, (H: d; 为 常数 ) 
我 们 定义 


则 有 
Qi =. z ЇЇ (: == ]) 
由 (8.27) 有 
T4 P (O4D, — Di,04) + E 9; Ni — N Qui) 
k 
+ Ол + SCAN, — ВО») = Nis (8.28) 
г-у а 
1а, (4; — dj)] + (4; — 4)№ + 2, (aa а NaN 
Кё ut 
+ aN 4, + c Ni, — ба Му, = Nis (8.29) 
当 р = 时 ,方程 自然 满足 ， 我 们 注意 到 (8.29) 中 含有 5， 故 
ЖАХ 9 =q). A 9: 是 未 定 的 , 特别 取 
q; — dj = iLaj(d; — dj), 
由 (8.29) 可 得 
Миы = а1М№, + Ваау + >i (аң БЫ api )N Ny; (8.30) 
чє. 
其 中 | 
Ba c, бар = мае (y 方向 群 速度 ) 


а = . (x 方向 群 速度 ) 
如 c; 一 On (: > k > 1), Tul М; = ЇЇ; 为 相 容 的 ， 
其 中 ， aii» Ви 29 3c HJ. 
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例 4 三 波 方程 , a= 3, 肥 М. = As, № = An Na 一 
A» ROE 
Au = арй, + Pudi + alin — an)Ad:A? 
A, = aytir + Bud + (an — 5) A,A. (8.31) 
Ay = аЛ, + Budi, + Onlan == an)ArA, 
如 果 在 (8.24) 中 ,了 对 时 间 的 依赖 选 为 


V, =. QV + c,V, + coV yy (8.32) 
Hi B, cis с XS S SUBE. 则 对 
1 A 
М = La | ) (8.33) 


有 进化 方程 组 
(14, + А, + Ауу + (9, — 0,)A = 0 
E + kO, = FIGLIA), — КАА), (8.34) 
Qj + 05 = +[(AA*), — ki(A4* ),] 
其 中 | 


EN E ш. 
bb, bb, 
hn3 53 » 353€ , 则 (8.34) 为 | 
14, + An FPA" = 0 

(类 似 地 ,如 果 与 x 无 关 , 则 有 A, + А,,+24°4* = 0), BI 
得 到 普通 的 非 线性 Schrödinger 方程 。 无 论 如 何 ，(8.34) MI 
为 高 维 的 非 线性 Schrödinger 方程 

i4, + VLA + КАА" = 0 

对 于 另 一 种 形式 的 进化 方程 
他 = DAt А 
DW = r2D,|Al! 

其 中 


(8.35) ; 


— 


D €1 — e;)01 "265,06 一 eb; )8;, + (ei = ble;)Ə; 


(5; I b, 
D, 0 + (B, + b)8,, 一 5,503 
如 取 W = С|А| + W, C = —2(6— е) (Б, — В), е 
=f b, = —by, e, = 2i, W и —20, 我 们 有 
| TR (二 t dvs) +204 = 2. | Aat 
bi ( л 
Ors — 510,, = FCA |y 
(8.36) 对 于 2, 为 实数 或 为 纯 虚 数 , 均 有 物理 意义 ， 
对 于 二 维 KdV 方程 
и F Gus). + terri + 3Ё°и,, == 0 (8.37) 
它 对 应 的 特征 值 问 题 为 
Vas + СА + u)v + boy, = 0 (8.38) 


可 从 我 们 的 方程 取 
N= (_. » p= (5 Eu) 


0 0 
= (_, 0 ) 
得 到 . 

关于 考虑 特征 值 4 与 时 间 * 有 关 的 散射 反 演 方法 ， 李 晴 
神 等 进行 了 一 系列 的 研究 工作 ,可 参见 [17 一 19]. 


(8.36) 
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第 三 章 ” 弧 立 子 的 相互 作用 
和 它 的 渐 近 性 质 


第 一 节 孤立 子 的 相互 作用 和 t 一 © 的 渐 近 性 质 


孤立 子 在 非 线 性 相互 作用 后 ， 不 改变 它 原来 的 振幅 和 让 
形 , 首 先 为 Kruskal Zabusky ™ 在 数值 计算 中 发 现 。 АЖ, Р. 
D.Lax 从 理论 上 给 予 严格 的 分 析 证 明 。 Lax 还 细致 地 分 析 
了 二 个 孤立 子 非 线性 相互 作用 的 详细 过 程 , 指 出 : 

G) 若 波 速 ¿ > с, 第 一 个 波 高 于 (因而 也 快 于 ) 第 二 个 
波 , 若 第 一 个 波 位 于 第 二 个 波 的 左 方 , 则 第 一 个 波 一 定 赶 上 第 
二 个 波 。 在 相互 作用 时 大 的 波 首先 吞并 小 的 (第 二 个 ) 波 ， 然 
后 再 吐出 它 ,此 时 只 有 一 个 最 大 值 (峰值 ). 

(ú) BHE c se， 此 时 大 的 波 赶 上 小 的 波 ,相互 作用 
时 大 的 波峰 值 下 降 , 小 的 波峰 值 上 升 ,存在 二 个 蜂 值 ， 然 后 再 
交换 一 下 这 种 过 程 。 Lax 还 分 析 了 KdV 方程 = оо 解 的 
性 态 ， 他 指出 ;: Ж w(x,1) 为 Кау 方程 | 

и, 十 uu, + uz (Í == 0 (1.1) 
的 解 , 它 对 一 切 x, t 定义 , BE х= zoo 处 消失 , 则 存在 离 
散 的 正 数 ciy с, '…，cw( 称 它 为 * 的 特征 速度 ) 和 相位 移 
6f ， 使 得 
sE — OF, сі), с == с; 
lim u(r + et, )= | ER... 

Eh, s 表示 《1.1) 的 孤立 子 解 , £= x 一 cit 

ada 相互 作用 示意 图 如 图 3-1 所 示 。 
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(1.2) 


e 


图 3-1 

以 下 我 们 利用 反 散 射 法 求解 六 个 孤立 子 所 得 到 的 结果 ， 
用 代数 分 析 手 段 证 明 Lax 的 理论 : 如 果 :一 一 c 有 NM 个 
ЯН kh, e, cos А 的 孤立 子 , 则 当 г со 时 Кау 5 
程 的 解 再 由 这 立 个 特征 值 的 孤立 子 所 组 成 ， 内 是 它们 的 位 相 
"rg. | 

由 第 二 章 (2.19) 有 


N 
K(x, y, t) = — > Cod se tmy 
mz] 


d d N 
= — 2 de K(x, X: t) m= 2 > | 他 
x 


dx т 
Ге 


= 2% x) = ' 
«2. 2.1902 22 (a) 


maj 
其 中 
f(x) m Cade ^mt : 


为 了 计算 Ул (1 土 co)， 需 要 决定 如 ,为 此 改写 
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adi PLE PL 


fü CmCg — Vn Cm Ttm" 1.3) 
„© + У а сет 
为 
сет р(х) 十 > am us = 1 (m= 1,2, ea. IN) 
(1.4) 
X] x 求 导 得 : 
cz emt fr (x) 十 Y Tu = —2hsco e н} (1.5) 
n=l m п 
为 了 考虑 |1 一 со 的 渐 近 状态 , 取 和 运动 坐标 系 
mr—4kM, p—10,2,-:,N (1.6) 


Яр, Ар 一 局 为 第 ?> 个 孤立 子 的 特征 值 ,4 总 为 它 的 运 到 
速度 ,2 如 为 它 的 振幅 ， 于 是 有 
сет" em c (0) expl —8k,( kl — kl): + 25.8 } 
= c,(Ë)exp(—B8k,( hm — К.) 
其 中 ,cm(5) = cm(0) 7, FEC. (1.5) 可 改写 为 


-timik — R2); EA 1.7 
ea (Ë )e P, + 2L s l (17) 


mul ў я 


= -i k, Ur 一 此 p 十 E 
(8)e {з > L fn L 


-ik RZ RIN 


一 — 2km nlE )e "de (1.8) 
Bh > > 0, 考察 
1) г» со 的 渐 近 状态 | 
对 (1.7) 取 极限 , 可 得 


N 

> =l, m—1,2,-- p—1 
E 
| сәј» + 1， m= p 

ш pe +k 


fa = 0, m= p+ 1, N 
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上 式 可 简单 写 为 


Р 
> к b 1 一 cB, pfo (m = 1,2, °°", p) (1.9) 
类 似 有 
一 | | 
T x. L = —c8,, (2k fs + fs) (m = 1, 2, --*, p) 


(1.10) 
fm = — 26}. = 0 (m= p+ 1, +., N) (1.11) 

COP GNE NE POP u TEES 
ER К, — (-—1——) OTL boop) 易 知 它 具 有 正 的 
行列 式 .事实 上 


0 < detC = det (сес. 


g 7 Amt ka) ) 
Ka + Rs 


1 à "IT 
= det +) a Е 


| 1 | "m 
Ж det ( EXE ) > 0, Н Gramer 法 则 ,由 (1.9), (1.10) 


可 解 Ios fo. 


Р | 
fudetKp 一 У) Kus — coKenle (m—1,2,:*-,p) (1.12) 


m = I 


f,detK, 一 —¿s Ky (2k fs — fp) (m=1,2,:--,p) (1.13) 
Жн, Ks, 为 矩阵 Eu) 元 的 代数 余子 式 。 我 们 用 Lo 
表示 Ks 最 后 一 行 的 元 素 都 为 1 的 矩阵 。 令 m= p XD f», 
f, 得 
С detLp 

detK p + cpdetk pi 

2cphpf pdetK p, 
detK P 十 єўЧеїК р 


fe 


— 
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对 (1.13) 求 和 ,并 将 fo, fs 的 上 述 表 达 式 代 人 得 
У „Че К, == 一 > cpK p (2k fe — fp) 


"іа j 
detK 
w — ¿P K pd ki] ( 22 £r P-1 ) 
Ў жа detK, + csdetK paa 
P 
; | detK р 
-— є›К au] po ——ə—... 
之 Кэз» аер + cpdetK p.i 
de K 
= —c,detL 1,74, ——— P _ _ 
i di ke detK , d- C gdetK pi 
дек 
= —26рср( ае. р) ——— — i 
kpcp( det L, Y (aK, T ¿aK 
故 有 
lim > fm = — [detK, _ + ep sl 
nts Papae " daL,. 


I — 


detK, = и us 
П (к, "E km) 
同 理 , 从 Ls 中 的 各 行 减 去 最 后 一 列 , 有 
p=1 
IL te — ka) 
detL, = т=®1 — — detKpa 
TI CG, + ka) 
P= 1 
E^ Dg t.) 
det L 
、/ t.) 
mm] 


EPE — 一 


对 (1.13) 求 和 ,并 将 fo, fs 的 上 述 表 达 式 代 人 得 
У „Че К, == 一 > cpK p (2k fe — fp) 


"іа j 
detK 
w — ¿P K pd ki] ( 22 £r P-1 ) 
Ў жа detK, + csdetK paa 
P 
; | detK р 
-— є›К au] po ——ə—... 
之 Кэз» аер + cpdetK p.i 
de K 
= —c,detL 1,74, ——— P _ _ 
i di ke detK , d- C gdetK pi 
дек 
= —26рср( ае. р) ——— — i 
kpcp( det L, Y (aK, T ¿aK 
故 有 
lim > fm = — [detK, _ + ep sl 
nts Papae " daL,. 


I — 


detK, = и us 
П (к, "E km) 
同 理 , 从 Ls 中 的 各 行 减 去 最 后 一 列 , 有 
p=1 
IL te — ka) 
detL, = т=®1 — — detKpa 
TI CG, + ka) 
P= 1 
E^ Dg t.) 
det L 
、/ t.) 
mm] 


EPE — 一 


d 的 孤立 子 . 
2) 1 一 一 % 的 渐 近 状态 


由 (1.7),(1.8) 有 
NO | 
Èi n 一 1 — compo (m = P, tt, N) 
М 
“anp Кт : А 7 mico 十 f») (m р. "sç N) 


f, = —2k,f = 0, m = 1, 2, `" pal 
如 同 :一 со 的 讨论 一 样 ,定义 š, 为 
Ë, k ep = 80) үү rad] 


2Rp m= pb +1 kp + Rm 
于 是 可 得 
lim u(x, t) = —2kisech'[k,(z — 4&3 — E,)] 


位 相差 


a "pi PLC я); 
ес 
H. їх Кау 方程 为 
н, + бини, + tire = Ü (1.14) 


Аи prs M| (РӘ; + a (EP), + (р; 一 0 积分 之 ,得 


作 类 位 于 Hopf-Cole ЯЕ, бр = 12( log F) А Е 
式 , 消 去 一 些 项 再 合并 为 


F(F, + Fin). 一 F,CF, + NS) 
+ 3(FÀi, — FF oar) = 0 (1.16) 
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1 EE <р саныыр 


入 意 到 在 (1.16) 中 含有 算 子 了 上 一 2 + P gr 


Әх?” 
1 十 ee Ca, гЗ) 为 F,-+ F, m 0 的 特 解 ,如 
(1.16) 为 线性 的 , 可 以 指望 对 o, + 又 加 求 和 产生 它 的 解 ， 现 
由 于 (1.16) 的 非 线性 ,具有 相互 作用 项 , 我 们 可 用 通常 的 办 法 
依 相 互 作用 项 近似 展开 : 
F =] + FO + BO... 

代 人 (1.16) 可 得 一 系列 方程 : 

(FP + ЕЙ}, — 0 

{ЕР + PT,]), = ЗЕ — РР} 


ШЖ FO HJ = J: FO =f t f, е? (j= 
1, 2) 显 然 这 祥 选 取 的 FO 满足 第 一 个 方程 ,将 它 代 人 F° 的 
方程 得 

(Ff? + F2,), = 3a,a,( G; — ah Һ 
可 解 出 

р» аа. 

(ë A bk а, РО == F =... = 0, 于 是 我 们 得 到 
(1.16) 的 精确 解 为 : | 


- | (а, 一 a, P . 
F =] + fi + f, + TUER. гару h*h (1.17) 


我 们 注意 到 在 此 表达 式 中 相互 作用 项 仅 含有 所 所 ,而 没有 
?月 项 ， 这 个 结果 可 推广 到 N 个 上 ， 设 FO Wf 
FO 含有 fjf4 ü, G 9 k), RE AUR, FO erf = 
À y i), 而 没有 P, fi, h 项 等 等 ， aw m hb, "TUI. Їх, 于 是 
F=1+ У) + а + Уу аш + s 
j p*k IAk! 


"á 
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十 Husa fa fy 
可 以 证 明 ， F 一 det| F,,|, 其 中 ， Py, == Öm F 28 fm. 
G, + a, 
. | | e^ mta 
JEME (Fna) 和 由 上 述 反 散射 法 求 得 的 cose 3) 
是 一 致 的 ， 9125 8 М = 2, 11] ди = др, = 12( log Е),, É F 
的 表达 式 (1.17), 可 得 Кау 方程 (1.14) 解 的 表达 式 
bu 


12 = {aif + а, + (a — а, hh + il — a,)/ 


: (e; + а) PCi + «їһҺ MALE + f, + f 
+ ((, — о,)/ (а, + a) hl} (1.18) 
|; == expl —a;(x — si) + aje] 
6 — 8, 
2 
аҳ — a, bm за, 它 可 用 了 一 ct 来 表示 ， 
м ау. 
12 (1+7) 
当 j= 1 时 , ди 取 极 大 值 , 最 大 振幅 为 ди = 305; 取 极 大 值 
的 位 置 为 а(х — ғ) + aM = 0, xz = ; + ан, NE c= 
中， 为 了 考察 它们 的 相互 作用 和 :一 +o 的 渐 近 状态 , 充分 
利用 解 的 表达 式 (1.18), 下 面 我 们 分 几 种 情况 讨论 ; 
І. (х„!)[ 3 E, h == 1, 访 很 大 或 很 小 。 
(1) f == 1, h< 1, MALISA 


Bx _ eif | 
Ык 


(2) h= 1, h 2⁄ 1, (1.18) а] 


ou _ E ZF: _ < M 
12 (fh [Cm —a)/(e; + в) АҺ) (1 + 1)” 


fF —" Jar ЙЕ, би 一 3o?scch2 ， 其中, 0 = 


—- 1. O  —— —  - | 


acr 


ERAI F a 波 , 仅 相位 5 3829 


2. 在 (x, DEBE, hb 0 1, fi 很 大 或 很 小 ,类 似 1 的 分 
析 ， 此 时 为 孤立 子 e. 

3.1, h 均 很 小 或 很 大 ,此 时 би == 0, 

4.f 52 1, f. s= 1, 表示 相互 作用 区 ， 

现 设 m > a> 0, а, 8 a, 波 的 情况 ， 

当 1 一 一 00 

ei hl, x = ; + ut, 


к 3 tt TR 1 2.. 
-ur a5! ыа [7 一行 ] aj [e iL 


«1 


һ= г 


G = —o) 


依 前 面 的 讨论 , 此 时 表明 在 x — 5 + au 处 为 孤立 子 a, йй. 
о 8: hl, z mm 一 二 log ЕЕ 
КЁ 


2 3 I 


此 时 h 21, (4— —00) 表明 在 
td а, + cy | 
x = ç, ei log Е 2) + ait 


为 孤立 子 а, 波 。 其 余地 方 8s 0 (fh 很 大 或 很 小 ) 
当 1 一 оо 时 ,有 


i 3 
a, JE: MEE д (а=) ++ оп, }, >= 1,1, 2 1 
СЕ 


1 3 7 04 
Gi lE: r7 5-dou,h5]1],fh < 1 
其 余 处 : би == 0 
上 述 结果 表明 : 孤立 子 不 改变 原来 的 参量 a, о, R о, 位 
于 前 头 。 磁 撞 相 互 作用 过 程 仅 使 
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% RANPE 2. og ata 


— о 
а HAE 平移 一 log а ата а) 
ТЕ h == 1, h ==1 каттын. 好 扎 约 为 
m ТРЕ а миш. 
x s T G = +; + G, i 
0351 一 ой, 
aj 一 о 


Aum 


RP PERPAR Кау 方程 解 的 
行 态 和 WKB 方法 


我 们 知道 ，Burgers 方程 н, + uu, == &й,, (Е > 0), # 
s — 0 Hj, н, >н, EH u ууа 
н, 十 uu, = Ü 
的 广义 解 。 
对 于 KdV 方程 
HU, F uu, == Ets. 
当 6 一 0 П, w(x, 22 (x, 4)? B. ux, 2) ERX w + 
ии = 0 的 广义 解 ? 这 个 问题 是 我 们 很 关心 的 问题 。 对 于 
Кау 方程 ， 在 一 般 情况 下 , 回答 是 否定 的 , B] KdV 方程 的 
解 当 6 一 0 不 趋 于 任何 含 击 波 的 间断 解 。 我 们 先 粗 略 地 分 
析 一 下 这 个 问题 ,然后 再 加 以 说 明 . | 
对 Кау 方程 
н, 十 un, == EU... (2.1) 


КЕ к,и, 及 其 一 些 导数 趋 于 0(1x| — со), RA 
| t (z, (dx == 2 u(x, 0)dx = М, 
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| ux, t)dx = » T w(x, 0)dx = E 


Ж и, + uu, 一 0 在 (一 00,00) EXE z 积分 ,对 微分 和 积 
分 次 序 交换 ,注意 -一 下 在 间断 线 8 ERR, 有 


#М + Dia] — Ñ Del 


其 中 ,DD 一 e Ла Кд + 0) — COF 


0), т) 为 间断 线 ，M 一 | uld 由 于 动量 守恒 ， 
M 一 0, 我 们 得 到 冲击 波 关系 式 


即 Hugoniot Ж, Ж м ЗЕД u, 十 ua, = 0 FFR + 积分 , 即 
得 
dE 


= + D ЕЕ j 一 = [w], E == |2 u (xz, 1)dx 


. p = 1 Ш] dE alp mh 
将 D > [u] 代 人 上 式 ,得 ЖОП [u], BE uw 


"E. P < 0, 但 对 Кау 方程 (2.1) 的 解 , 恒 有 zE = 0 
(Е — Bu)， 故 可 断言 , 当 6 0, (2.1) 的 解 u, 不 趋 于 极限 
方程 u, 十 ua, == 0 的 包含 击 波 的 间断 解 。 我 们 再 用 Terep 
инд 的 办 法 来 考察 一 下 (2.1) 和 解 的 极限 是 什么 。 设 (2.1) 的 
解 存在 一 个 光滑 过 渡 区 ,具有 厚度 Al), 它 相 连 二 个 不 同 的 
状态 , 当 s 一 0,A(s)-*0. 采用 运动 坐标 系 , 令 Em EMO 0, 
r = :, zx( DORADO E DEALS, ulet) = и(Е, r), "T 
以 (2.1) 得 

6A "ug -= (u — D Ju; = ^ ` Hu (2.2) 
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= c» Ter с a - 


设 mw 有 界 , 故 当 A 一 0 时 ,A,wr 一 0; 如 取 А = о(ё) = 
e^, 则 当 s—+0 时 ,(2.2) 趋 于 微分 方程 

шы Í — (и — D)u, = 0 
H u— um, Ё +oo; ино, E— —00, ШЕ (Е, r) 
由 孤立 于 振动 解 组 成 ,如 图 3-2 Br zz, 


图 3-2 
我 们 现 从 定性 理论 上 分 析 这 个 问题 ,有 如 下 定理 : 
定理 1 所 线性 双 曲 型 方程 


и, + (Ки)), = 0 (2.3) 
含有 击 波 的 解 永 远 不 能 作为 具 色 散 方 程 (KRdV 方程 ) 
и, + Ки), = шү, (2.4) 
的 行 玻 解 的 极限 得 到 。 
证 明 这 里 指 的 击 波 解 为 


но, х— Di =< 0) 
ко b. x — D: L0 
EWE D(u — u) = f(m) — Ки), 104) < D < f(u). 
MABDEN, и(х, 1) 一 (E), 这 里 
аР: (Р) 4н LL 1 dn 


" v 6 / dE' 8 dE 
则 有 
4" = [Ов [(и=)]' 
积分 一 次 
| s" = —Du + ilu) + С 
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и(&) u £-» —00; u(E) — u, E— +0, 我 们 问 此 常 
微分 方程 的 10 (8 н) А ў дЕ fC) a CD) = D(u, 一 Ho) 的 
连续 解 是 否 存在 ， 
| 由 | 
| E = —Du + f(u) 
上 述 二 阶 常 微分 方程 问题 可 化 为 常 微分 方程 组 的 边 值 问题 . 
р $ 
P(u) = — Du? — F(u), F'(u) — Ки) 
H(u, v) -+ v! 十 P(u) | 

则 可 化 为 典 则 方程 组 

| = y = Hy 

s = —Du + f(u) = —Hu 
可 认为 e— 0 (|£2] 一 co)， 故 二 个 临界 点 为 Cao, 0), (ш, 
0). H(u(E), v(E)) 沿 轨 线 为 常量 。 因 此 , 如 果 二 个 临界 点 
(0,0), (4,0) 由 一 轨 线 相连 , 它 必 然 在 同一 “能 量 曲面 "上 ， 
ЕН H(m, 0) = Н(и,, 0) 推出 PCs) = P(w), 我 们 可 证 至 
少 沿 弱 击 波 曲线 此 等 式 不 成 立 。 事 实 上 ， 与 左 端 状态 相连 的 
弱 冲 击 波 量 可 用 单 参数 c Жл. u= ulo), :(0)(и(о) 一 
н) = [(и(е)) — 10и), s(0) 一 lis), РШ с 的 函数 。 

puo) = >saa) — Р(и(о)) 
X] eo tr 
ju(a)) 一 Ge + s(o)ut — f(u(o))à 

由 R-H 条 人 性 „= Í (ia n] vH Чо == IC — 0) 

Ku(o)) = — (o) = 0 
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设 Р (и) = 0, (G) 关 0， 故 推出 Pi) 去 Р(и,). TEER 
二 个 临界 点 的 上 述 积分 曲线 是 不 存在 的 ， 


H(u, v) = — ° + Ри) 
可 画 出 在 u, v ЁШ БАУЫ ВОЗЕ (a, 0) 为 线性 化 矩阵 
Нм H,, , " | 

Е g 的 中 心 点 , 故 无 轨迹 进入 它 . 

对 于 一 维 等 温 空气 动力 学 方程 组 

t, — е, = 0) 

» + Pu), == 0 
其 中 Р(и) < 0, P'(u)2 0 也 有 类 似 关 系 , 有 
定理 2 (2.5) 方 程 组 的 击 波 解 不 能 作为 相应 色散 方程 组 

的 行 波 解 的 极限 。 

看 来 ,对 于 双 曲 型 方程 加 粘性 的 高 阶 导 数 项 ,为 了 保证 粘 
性 趋 于 0 的 收入 性 必然 是 偶数 阶 的 ,至 少 对 于 二 阶 , 四 阶 是 这 
样 


(2.5) 


我 们 现 用 WKE 方法 来 构造 近似 解 a, 


и, 十 иш, == ЕН... (2.6) 
Жн, e < 1。 如 我 们 所 知 ,， МКВ 法 是 数学 物理 中 一 种 重要 
的 近似 方法 , 它 曾 用 来 求解 线性 常 微分 方程 
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EPer + У(«)ф = 0, 82 < 1 (2.75 
Hh, VG) 为 在 长 度 o(5) 缓慢 变化 的 通 数 , 设 解 的 形式 为 


бху в) ~ ACO, z; 6) = W (9) е, 0 = BG 8) (a3) 


于 是 引进 二 个 未 知 函 数 权 和 了 去 代替 一 个 未 知 函数 %， 独 立 
变 元 为 二 个 , 9, x 代替 一 个 变 元 +， 我 们 能 这 样 选取 ,使 解 对 
Ө 为 周期 的 。 对 于 非 线 性 偏 微 分 方程 ， 不 能 指望 有 指数 形式 
解 (2.8), Ж а(х, 1; в) 可 展 成 如 下 级 数 
u(x,158) ~ О(Ө, x,15 8) = U%(0 x, 1) 

+ 5Ш©'(Ө,х,)+4 -+ (2.9) 

EH, 0 = 8(x, 1; 5)， 可 选取 ө 周期 为 1, 即 
U(0, x,t; 8) = U(0 +1, x, i; Е) 
如 果 定 出 (x, 4 8), 则 得 到 近似 解 u(x, 15 в) = U(0(z, ғ; 
e), x, 1; €) 对 于 кау 方程 (2.6), 令 
D 


ө — В(х,15 в) 
B 


其 中 ， В = o(1), 令 L же В,, K = B,, { = В 
9 无 关 ， 
д L 8 ә 日 K 8 


cd UM SL Ж Шы LEE ы ш. 


а; s 00 | 8r" Әх & 00 ðr 
u = U(0, x, t; в), (2.6) 0 s/K 可 得 
IU, + UU, + KU sue + 8 Ё (U+ UUJ + (ки) 


+ IL Ka — W + (KU) + L D. = 0 
К к 


(2.10) 
将 (2.9) 代 入 (2.10), 我 们 得 到 U? (19 0,1,:--) 关于 6 的 
一 系列 微分 方程 ， 第 一 个 是 | 
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op w 十 1791700 + К"), == () (2.11) 
Яр, ro, KO 为 1, K 展开 级 数 的 第 一 项 ， 积 分 二 次 得 
> mr U] + z [Uo 十 E [кә И00 7]: zu mUV + п 
(2.12) 
Jerh,m,n Т z, t 的 积分 常数 ,国定 х, 2, (2.12) 有 解 
UNO, х, t) жа — [(0) 一 (im 十 2т) 
{a + (b — a)C [2.9 (ANO — б);&]} (2.13) 
其 中 ,太一 ——, Cn ЖЕЗДЕ ИЕ, Sr 为 第 一 类 完全 
WER, a, 5, с 为 (2.12) 中 UP = 0 nti. 
当空 1 650% 的 方程 | 
GA UU 一 NAU'-», TER m ..., KO, e) 
其 中 
== "NN | DE t Lo pk 0) 
Bm poe UP e [XP pus 


非 齐 次 项 N, 仅 含 有 低 阶 解 的 项 ,原则 上 可 以 一 直 求 下 去 . Е 
要 的 事实 是 ， 当 e 一 0 时 ， 从 《2.6) 所 应 得 到 的 极限 解 为 
(2.11), fu 3E u, + uu, = 0, 


第 三 节 孤立 子 的 稳定 性 间 题 


我 们 这 里 考虑 的 是 弧 立 子 的 线性 稳定 性 问题 , 即 Кау 2 
程 关 于 定常 波 解 的 小 扰动 的 Ляплов 稳定 性 问题 ， 设 有 KdV 
方程 
н, А uu, do uuu, m 0 (3.1) 
它 有 孤立 波 解 (定常 波 》 


t (w) = —tuUs (1 一 3sech 本 :), н»>0 (3.2) 
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关于 这 个 定常 波 解 设 有 小 扰动 v1), PD 


и == иу) + оС, г), |0] <& |] (3.3) 
代 人 (3.1) 得 v 的 线性 方程 
t, + и, + Hyt + ur... = 0 (3.4) 


iE olr, i) = J(x)£G2), goce", o= cons, 则 得 到 
扰动 函数 f 满足 的 方程 
= — 4(1 — 3sech? iE — (24sech/ytanhy + а) = 0 


(3.5) 


其 中 ， y = dii. a = бы — Bo Jus) A ulus ,边界 条 件 为 
这 个 方程 的 独立 无 关 解 有 三 个 : 
а = 20, = 20е + 4 2 {ecoukroysechy } 


= eA, — 2 + 4e ?sech( 4,(1, — 2) 
— 2( 4, 一 1)tanhy + 2tanby]], K = 1,2, em 7) 
其 中 , 和 为 三 次 方程 
j — 43 — == Ü (3.8) 


的 根 。 特 别 如 e = 0， 此 时 为 稳定 情况 (o = 0), 1,7 0,2 
或 一 2, 此 时 f,ocsechytanhy(k = 1,2,3), 因此 有 三 个 独 
TERR 

f, = sech’Ytanhy = f, 

f; = 3yf,-F tanh?y — 2sech?y (3.9) 

} = 15yf, + 2sinb?y + 7tanh?y — 8sech?y 
注意 到 (3.8) 当 a = +16/3/ 3 时 ,有 重 根 4 一 土 /V13, 此 
时 (3.9) 中 有 二 个 相等 ,如 h= fh. A, Б ERN 
独立 无 关 解 为 
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fi = (A, — 2ye + 4 zs {eb P "sechy) 


| d 
' h = yf, + (321 — ВА, + 4)e5* + 8 йү {e ysechy } 
; 
f; = Wh — 2ye^ + 4 - (c7 ?*sechy) (3.10) 


”其 中 , 表示 2/V 3 或 一 2/V 3 ;为 一 4/V 3 RAN 3, 
依 如 为 2/W 3 或 一 2/V 3 而 定 。 显然 (3.8) RAZER. 
我 们 容易 看 到 由 (3.7), (3.9) 或 (3.10) 解 的 任意 线性 组 合 不 能 
满足 边界 条 件 (3.6), BE fo X. (3.9) 形式 , 因而 它 为 稳定 解 ， 
这 就 推出 Кау 方程 的 孤立 子 波 解 依 Ляплов 意义 下 关于 小 扰 
动 是 稳定 的 ， 关于 孤立 子 波 的 非 线 性 稳定 性 及 “Cnoidal wave" 
的 稳定 性 问题 ,可 见 [4],[5]. 


第 四 节 ”水波 和 弱 非 线性 作用 下 的 波动 方程 


Кау 方程 首先 由 Korteweg-de Vries 于 1895 {ЕКЙ 

中 在 长 波 近似 、 小 的 但 有 限 的 振幅 的 假定 下 得 到 的 。 以 下 我 

们 先 在 水 波 中 推导 这 一 方程 。 设 在 常数 重力 场 中 考虑 无 粘性 

的 ,不 可 压缩 的 流体 (水 ), 空 间 坐 标 系 (x, z y), WE a By 

TEA (us ua v), 重力 加 速度 取 为 ? ВАРИ. 于 是 有 方 
程 

у.а = 0 (4.1) 


ба + со. Vja = — 1 yP — gj (4.2) 

er p 

现 考虑 为 无 旋 运 动 ，rota 一 0， 故 存在 速度 势 a= V.H 
V (iw) == (ц Vu — гош, u = (u* V)u (4.3) 


0116 * 


1 


和 (4.2) 积 分 可 得 


РР BG) — e, — Суф) — 8y 
бо 2 


rh, BG) 为 任意 函数 ,请 为 任意 常数 , 令 
p =р— | B(r)dt, 


可 得 
а= уф, PCP = cg, — > (Уф')? — ву (44) 
Po 
以 后 仍 记 p 为 p， 由 (4.1) 得 
V - üa 0 => Vp == 0 (4.5) 
设 水 的 表面 方程 为 
f xis 525 ys 1) == 0 (4.6) 


在 此 表面 上 ,流体 质点 不 能 穿 过 它 , 因 此 正 交 于 此 曲面 的 
流体 速度 必须 等 于 曲面 的 法 向 速度 。(4.6) 的 法 向 速度 为 
к ша 
МР, +f +В 


Ut RR 2E n] E EF 29 
DET zx LER 十 ví, 
V f, ++ В 
相等 的 条 件 为 
f tf s, T: tf v, Tos], == 0 (4.7) 


特别 当 y = nx ox t), Flt zao y, 1) = nxis 215 1) — y 
时 , 由 (4.7) 得 


9: Wr, 十 ил = t | (4.8) 
此 外 ,在 自由 面 上 ，p 一 p (ARZE) 82 
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qy; T p,n: T Pri, ™ Pro 
y == gx x.) 


q, 十 7 (el. + фі, + фу) + Em = 0, 
(4.9) 
Нр, m = p. m= pu, v— pn 由 固体 边界 条 但， 流体 
的 法 向 速度 必须 为 0, n- Vo 一 0, 特别 在 底部 y = Аал, 
х) 有 py + p. b., + Prho = 0， 如 为 水 平 订 ,有 фу 一 0, 
y= 一 加。 于 是 我 们 整个 问题 的 提 东 如 下 : FREES PA 
表面 m. 满足 
vip 一 0 (4.10) 


9 + Prae, 十 pans “= py 
ym "(xi E t) 


P: + = (qi, + pi + фу)— Bn — 0, 
(4.11) 
Q,7—0, y = —h (4.12) 
为 简单 起 见 , 我 们 以 下 考虑 一 维 情 况 , 即 m = "(x , 0. 
y 从 水 平底 测量 ,此 时 pm, 一 0,，y 一 0， 引 进 二 个 参量 : 


a hè 
(n Å= — B p 
@ 


其 中 ， a 为 波 的 振幅 ， ! 为 波长 ， y = л + n, &% х = 1х, 


ue it А lap | | 
y = пу, = з 1] == пт, р == e, сї = 加 ,再 忽略 


Со : Cy 
“记号 ,由 (4.5),(4.11),(4.12) 有 
pg 十 9 一 0,0 一 y 一 1 十 om (4.13) 


1 
т. + афт: 一 * фу == 0 
у = 1 + an (4.15) 


1 lG 48 
n + o, + аф: + > р py = 0 
(4.13),(4.14) 的 形式 解 为 
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CS wv. ———————Ó— —————2 --. — o 


aF 


== — TEN of am СЕЕ 
o У; 1) ТЕ а (4.16) 
HHH, f= fo(x ,1)， 将 (4.16) 代 入 (4.15) 第 一 式 得 


п +а U — (1 + а) nid. 一 p em lag c "| 7a 
CER ef" — (1 + en): feel + 0080) 0 
即 
m + Ref, — {2 (1 + от + 
Zall + ат) л | 8 + o(82) = 0 (4.17) 
同样 , 代 人 (4.15) 中 的 第 二 式 , 得 
"++ ой — + ( + ens, + аһы, — ой} 


+ о(8°) == 0 (4.18) 
在 (4.17),(4.18) 中 ,如果 忽略 8 的 一 阶 项 , 并 由 (4.18) 对 x 7 
分 得 
p + (1 + одр) }, = 0 
t£, 十 awws + n, = 0 


如 果 保 留 的 一 阶 项 , 则 有 


w= |, (4.19) 


п. 1127294) v), — "LL 十 Olaf, В?) = Ü 
(4.20) 
w, + awt, + ощ 一 T Us + Olep, р) == 0 


如 在 (4.20) 中 忽略 а, B 的 一 阶 项 , 则 当 w = T 时 ， AA 
一 方程 т + 0, Mw И f os B 展开， 
w = ай + BB + О(о? + В?) 
HEP, A, B 为 了 及 时 对 zx 的 导数 的 函数 ,由 (4.20) 可 得 
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f T- 7x + “( А, T 259.) T В (в, — 1 бе) 
+ О(а + 2) = 0 
"+ w + (4, m) + e(s. — а.) 
+ Ola + 82) = 0 
因 п; == 一 人 + O(a, R), 故 在 一 阶 项 中 对 f 的 导数 可 换 为 
对 * 的 导数 ,特别 当 取 4 一 = ль B = Les 上 面 二 个 
方程 一 致 ,有 | 
m, + n, + Lom. "Р S Вала FO Coh +B?) == 0 (4.21) 
此 时 
wg ler T T вп + O(a 十 p) 


在 方程 (4.21) 中 如 忽略 二 阶 项 , 则 得 到 典型 的 KdV 方程 


3 1 
如 在 (4.22) 中 , 4 хтх "C azr 有 
3 1 
M + 3. + 7 One re Аи 0 (4.23) 


此 为 Benjamain 方程 。 

以 下 我 们 推导 一 类 相当 广泛 的 弱 非 线性 相互 作用 下 的 流 
动 方程 ,归结 它 为 KdV 方程 或 Burgers 方程 

设 有 方程 组 


n, + (nu), = 0 (4.24) 
(nu), + (nti) + P), = 0 (4.25) 
P = P(f, Ha. M. fi» пр» His fi fii» Hiis e) (4.26) 


ЕСІ, пун, fis nis His fija Rijs Wijs ++) = Ü (4.27) 
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Ku, s, н, 1 为 状态 变 元 ， 以 ”表示 质点 的 数 密 度 , м 表示 
质点 的 速度 ,i, j 分 别 表示 对 空间 变 元 х 和 时 间 变 元 + 的 导 
数 ,P 一般 表示 状态 变量 (n, wy 万 及 其 导数 的 图 数 ， 如 果 了 
代表 参量 函数 ， 则 己 为 mx 及 其 导数 的 函数 ,〈4.24) 为 质量 
守恒 ,4.25) 为 动量 守恒 ,以 下 举 几 个 例子 道明 之 ， 
G) 气体 动力 学 РЕЈ Рр 
Р = =- uu)» F = P — Apr, map (4.28) 


p 为 密度 ， 鼎 为 粘性 系数 
Gi) BKE: = 为 水 深 汪 ,此 时 仅 有 二 个 状态 变 元 Au, 


P = Е ЕИ 一 + Nu, 十 ин, 十 ui) E (4.28)' 


(її) 冷 的 等 离子 体 的 磁 流 体 波 : f 为 磁 强 B,P 一 PB 
F = В —ns—(B.in), = 0 (4.29) 

(iy) 冷 的 等 离子 体 的 离子 声波 J 为 静电 势 , 上 为 疲 PB 
| Аз 

P= = -— 4 Р п—ее*+ф„=0 (430) 
在 局 部 热力 学 平衡 态 的 状态 下 , 若 P, F 中 的 所 有 导数 请 
失 , 则 有 

| p= Pf, п), ЕС, n) = 0 (4.31) 
此 时 由 (4.25), 有 


nu, + nuu, + P, = 0, P, = 


再 利用 


ap д] ү ӘР ðn 
Ө} Әх Bn Ox 
дЕ. Of ү дЕ Әһ 


BJ Dr Bn Ox 
消去 S 即 得 
дх 


= Ü 
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u, + uu, + (а?[п)п„ == 0, a = Р, — (Е,ЈЕ,)Р,] 
ЖЖ а? > Ü, | 
[E + (nu), = 0 


4.32 
u, + uu, + (аї[п)п„ = 0 (4352) 


为 双 曲 型 方程 组 ,其 特征 线 为 = = uta, а 为 波 速 , 由 关于 
均匀 态 的 小 扰动 , 即 得 波动 方程 


Hir — ашу, = 0 

а, 79155]: 0 38. — 在 以 下 推导 KdV 方程 和 Burgers 方程 

中 ,必须 著 虑 小 扰动 的 非 线性 项 ， 即 P, F 导数 的 效应 。 我们 
作 如 下 变换 : 

| Ë = 5°(х — aot) 


arl, 


(4.33) 


т == Б 
Eh, e 表示 初始 扰动 的 振幅 ll & < 1, PA «с> 0, ## 
Е, a 表示 某 种 波 速 。 视 为 常数 。 将 《4.33) ЖА. (4.24), 
(4.25), 得 
єп, + (и — ao)ne + nu; = Ü (4.34) 
Eu, + (и — аи + n P; = 0 (4.35) 
状态 变 元 (а, н) fe 作 渐 近 展开 。 在 平衡 态 4 <= (а, }, 
и) = (mo fos 0) 附近 作 展 开 : 
n = n, + &n + ea? + e 
f = fy sf" + Е + ... 
u = 0+ sut + eh +... 
P, F 也 作 展 开 
Р = P, + P4 . h) + P. (n w ne) 
+ P, (w — m) + О(е?) 
F = Fa + FO — h) + Fun — na) 
+ F, (u — uq) + OCE’) 
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^cc-—dnÀÀ— i wË 


由 于 方程 关于 Galileo 的 不 变性 ， 已 ,一 下 .一 0， 由 pu) = 
Р}? + Pun K Е, ar. 4 F Әп — 0, 所 以 


" OE п дЕ 
ap" | 3100 дл‘ (E=) 05"? 
—— m Py TL. pu = |р, — [= }Р„| = 
BE ^ Br TM BE | pd Br 


_ 08% 
8E ' 
藻 上 述 展开 考虑 到 二 阶 项 ,可 得 
PP) m= ап? + AS'nf? 4- e Bni + eeni 
Hia 4, В, C T EET EER: 


H (4.34), (4.350 E^ e 一 阶 项 有 
ant" as пун? , амі? — (=) nj? 
积分 之 并 利用 33 3-8 EF „Жат == nj 人 做 人 (4.34) (4.35), 
取 二 级 近似 ,得 
л + нл + лош 十 паі "ER agn? = () 
БП 
п + 2 99 gg? — qup + лш}! = 0 
及 
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а L dE ЖЕГЕ aB EK 
— np + — nO gp + og"7! n У 62271000 
fis Hy Jg fH 


ai 
十 20. np 十 ии! a). ан! = {) 
fi 


— aga p? р: ЫД Lacs 2 (nf (11 十 28 "0 top) 
fig "Hg fig 


消去 nB) : up 得 n” 的 方程 
n® 十 (4 + 3. а) p Dp 十 в! B n 


2@, 2 n 2а, 
+ e. um = 0 (4.36) 
2a, 


在 (4.36) 中 ,如 B = 0 (Е, B < 0), a= 1, C — 0, W 
得 到 Burgers 方程 ;如 B 一 0 (色散 ),« 一 =, 则 得 到 KdV 


方程 | 
a? + (-2- + B.) soup + -©. X = 0 
24 2 fia 
E X ox ñ 
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第 四 童 Hirota 方法 


第 一 节 s) ë 


在 求解 某 些 非 线性 进化 方程 的 N 个 孤立 子 的 方法 中 ， 除 
了 散射 反 演 法 ,结构 延 拓 法 外 ， 还 有 一 种 重要 而 直接 的 方法 ， 
这 就 是 利用 函数 变换 求 特 解 的 Hirta 方法 。 这 种 方法 已 从 
Ж Кау 方程 、MKdV 方程 、3ine-Gordon HE, Toda iR 
方程 、Boussinesq 方程 的 N 个 孤立 子 解 而 发 展 成 为 一 种 求解 
一 大 批 非 线性 进化 方程 孤立 子 解 的 相当 普遍 的 方法 。 用 这 种 
方法 还 可 求 得 这 些 非 线性 进化 方程 的 Bäcklund 变换 ， 

RUD кау 方程 为 例 ， 简 要 地 介绍 这 种 方法 。 设 
KdV 方程 具有 形式 


и, + бин, F uu. == 0 (1.1) 


且 满 足 边界 条 件 н 一 0，|x| о, 我 们 用 微 扰 方 法 求解 
(1.1), 4 u= we, 将 (1.1) 对 x 积分 可 得 


w, + Зи? + Wrs == Ü (1.2) 
其 中 ,选取 积分 常数 为 0， 依 小 参数 e Ж, ин, A 
w == Б, + ew + s (1.3) 
将 (1.3) 代 人 (1.2), 合 并 5 ШШЕ] DOLAR 
Ө а 
ЕЕ 25 ш = 0 (1.4) 
д fi w = —3(w) 
+ зә) Wa пз) 
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— 
—— Y 


一 [| 1 E 1 к 1.6 
| E" + =) z б(шш,)„(ш,) (1.6) 


逐次 求解 这 些 方程 能 得 到 这 个 扰动 级 数 的 形式 解 。 但 这 级 数 
可 能 收敛 得 很 慢 甚 至 发 散 ， 因 此 得 考虑 类 似 Padi 近似 的 办 
法 。 
将 w= GJF 代 人 (1.2) 有 
(GF — GF,)/ F + 3(G,F — СЕ,)ЈЕ 
+ (GF — 3G,,F, — 3G,F,, — GF,..)/ F’ 
+ 6(FG:F} + FGF,F,, — СЕ)/Е‘ = 0 (1.7) 
粗 看 起 来 ,方程 (1.7) 比 原 来 方程 更 复杂 , 而 且 在 一 个 方程 中 
含有 二 小 未 知 函 数 忆 和 G。 但 我 们 注意 到 《1.7) 可 改写 为 
[GF — GF, + 34(G,F — СЕ,) + С,.„Е — 3G,+F, 
+ 30.PF — GF.,.]/ F! + 3(G.F — GF,.)[G;F ` 
— GF, —2(FF,, — F?) — LF:]/ Е == 0 (1.8) 
引 人 和 任意 参数 1, 可 得 二 个 方程 
GF — СЕ, + ЗА(С,Е — GF.) + G,,,F — 3G,,F, 
+ 3G,F,, — GF yrs = 0 | (1.9) 
AEF, — Е) + АЕ — (С.Е — СЕ,) = 0 (1.10) 
它们 还 可 分 别 表 示 为 


га. | з 
E OE UMS a (-8- — 5) Em (2 -也 )| 
д; дг Ör 8x' Ör Ox' 


‘Gx, D FQ, Р) |а = 0 (1.11) 
和 
n. Wi | n” 
|< 2. 2) m i F(s, FG); 

8 A x (x, = (1. 
ad 2) Сб, ) FG, е), = 0 (112) 
浆 了 表示 方便 , 引 八 算 于 D,, D, Д КЕЈ АЕ 
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`” PPEHPEETMHE А 


- —  ———— ic DX 


8: 8 M 
ор. = (2: 5.) 
[^8 Br Or , 


i E NR A x Ug: | TN | 
ү 2) JG, B(x’ i|. == (1.13) 
于 是 利用 这 些 符号 ,(1.11),(1.12) 可 简写 为 


(D, + 32D, + DG - F = 0 (1.14) 
(D: + 2)F: F—D,G: Е 0 (1.15) 
(1.15) 能 写 为 | 
à = (G| F). — 2(log F),, (1.16) 
A ¿= 0, up 
С —2F, (1.17) 
为 (1.16) 的 解 。 于 是 有 | 
и == (G| F), = 2( log Р). (1.18) 
将 (1.17) 代 人 (1.14) 可 得 
(D, 十 Da)P Е = 0 (1.19) 
或 | 
D,(D, + Р)Е: F = 0 (1.20) 


第 二 节 D 算 子 的 某 些 性 质 


我 们 在 第 一 节 中 已 知 


D:D"a . b = (2 E Sy 
Bi a 


| т 
Š ( 2- == 2.) ax bx, ) pem 


再 引入 算 子 D, 和 微分 算 子 -Č 如下: 


"T 8 Ж. д 
D, == 8D., + D,, — = 8 — 
ak Oz und D AN 


> m | 


其 中 ,5 和 = 都 是 常数 。 从 DD 算 子 定义 易 得 到 以 下 性 质 : 


m o y" 
() Dra.!] - (Z) в 
(ID Ба. b= (—1)”D75 а 
(ILI) Dra a= 0, XT m XJ Sy BC 
(IIT) Ота + Ё == (а, Б а ~ 5,) 
(HLI) Dfa- а= 20-а, a, щт 2888 
(I.2) D.,D,a - a = 20,а, * а = 20),а, + а 
(IV) DF7exp(Pi z) : exp (P; x) = Ср p" expl (P, + 
£x] 
Ж F(D,,D,) 为 D, #0, 的 多 项 式 , WA 
(IV.1) F(D,, D.)exp( Qu -H px)exp( дн + pix) 
= F(Q, — Q,,p, — b)/ F(Q9, + Q,, 5. + Р) 
: F(D,,D,)exp[ (0, + 9;): + (P, + 02x] 
(V) ехр(&Ю,„)а(х). b(x) = а(х + Е)2(х — s) 
СУГ) exp (ED, jab - cd = [exp(sD,)a - с] 
- [exp (8 D,)Ë - d] 
= [exp(6D,)a - d][exp(sD,)? : с] 
(VLI) D,.ab* с = (2) be + a(D,b + с) 


Ed 

(VL2) Diab :ec = (25) be + 2 (22) Dobe 

十 a(Dšb + с) 
(VL3) Рас + be = (Dša Pe + 3(D,a - b) Dib* e 
(VI 4)  DfZexp(Pxr)a * ехр(рх)Ё = exp(2px)DTa - Ё 
(VH) ехр(80,)[ехр(е0,)а * b] - [ехр(є0,)е ` d] 

= exp(£&D,)[exp(6D,)a * с] 
* [exp (6D,)b • d] 
= [exp(8D, + sD,)a : d] 


. Г26 a 


`= wa —— -— 
Е -e i ананан 


й 


* [exp (—ë8D, + р,)е - b] 
以 下 等 式 对 于 变换 非 线性 微分 方程 为 双 线 性 形式 是 有 用 


| 6 == | ex PEN. 
(УШ) ер(е =) [a/b] = | ехр(е0,)а - b]/ 
[cosh(&D,)^ - 5] 


а D,a- b 
VIIT.1 一 一 b) = — — 
( ) Я, (a/b) T 


e Dia-b aX Пір + Б 
VII? Fab xe ИШЕ É ) z2 + Ü 
( ) Әг? Gere) b° b 5 


B° Dia -b | D 
УШ. 3 M. RE Ё\ = L3 krm 
; ) pe vl p p 


. Dib: o 
p | 
(ІХ) 2cosh ( E 8) log = log [cosh(£D,)j - f] 
Oz. 
8' 9:} · } 
ІХ. І — | =s -一 二 一 一 
(IX.1) a; 198/ T 
a D - Í = н | 
( ) Hat og f 2р 2Р 


以 下 等 式 对 于 变换 双 线 性 微分 方程 为 原来 非 线性 方程 是 
有 用 ÉS. 


(X) exp(£D,)a * b =] exp |2cosh ( Е | 外 


[a e r) D] 
令 p= ajb, ú = 2(logb),,, 我们 有 
(Х.1) (Р.а • BP = ф, 
(Х.2) (Dia - b)/P = du, + иф 
(X.3) (Dia - b)|P = dr. + Зиф, 
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(X.4) (Dia * pP == duri *+ 6иф,, 
+ (и + 307) 


(XI) exp(&D,)a + b= exp |sinh (s 2. iog (a/b) 


+ cosh ( 2.) . log Ca2) | 
4€ p= log(a/5), p = ор (ар), А119 
(XL1) _ (D,a b)/ab = p, | 
(XL2) — (Dia: b)]a* b = pes + pi 
(ХІ.3) (Dia - b)] ab == prrr + 39.0. + Фф? 
(ХІ.4) (Dia + b)/a • b == prrss 十 4‹ру‹рухх 
+ 3(o..)! + 69ip.. + «р! 
以 上 所 列 出 的 D 算 子 性 质 都 很 容易 验证 , 我 们 以 (XX) 为 
例证 之 ,有 
2cosh ( 8 2.) log Ё = log (х + Е) + log &(x — €) 
+ 


ехр( 5 2.) (afb) = а(х + &)/b(x + 8) 


MONA 
exp(&D,)a * b = а(х + 8)b(x — Е) 
因此 ， 
exp(&D,)a * b = exp |2cosh (s 2) log ¿| 
Е Е Е 2) Ca/ | 


这 就 证 明了 (XX)。 而 等 式 《〈X.1 一 4) 能 由 展开 (X) 作为 8 
的 里 级 数 , 比 较 6 Bin] КЕЛЕ 21, 


”一 人 M. 


第 三 节 ” 双 线性 微分 方程 的 解 


我 们 求解 (1.20), ЖЕ 展 为 小 参数 8 的 项 级 数 


FP = 1 + ef, + eht (3.1) 
XEC3.1) A (1.20) ,比较 e PR КЖЕ 
д [8 Bib _ | 
2-2 (2+ 2) sa D (3.2) 


3 
2-9. (2 di 2) p= D.(D, i DDR h (азу 
s д; Өх? 


2-8. (-8- " =) haz = D (D: Л E 4) 
(3.4) 


我 们 寻求 两 种 形式 的 解 : D 多 项 式 解 ，ID 指数 形式 的 
B. 

对 于 IT， 可 找到 

h == as + ах + aux + азх? + aux! + br — 24agz (3.5) 

为 (3.2) 的 一 个 解 ， 当 a == 0, 32,25 aj, b = 12а, Bf, uJ 
AR = 0, 因此 得 到 (1.20) 的 一 个 精确 解 为 

F —1-r ela, + ах + (Заа)? + alx’ + 121)] (3.6) 
如 置 边界 条 件 xl 一 0, 则 于 一 0 SER e = 1 时 ,F 的 
表达 式 为 


F = а,[х* + 12( + const)] (3.7) 
因 u= 2(log FF)::，。 利 用 解 的 有 界 性 条 件 得 到 
и =з —6x(x! — 241)/ (x` + 121): (3.8) 
对 于 情况 П), 从 (3.2) 有 
N 
h = У aiexp (Qi: + рух) (3.9) 
іш 1 
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其 中 ，9i + р) = 0, p; а; DTE EC. 
将 (3.9) 代 人 (3.3)， 利 用 万 算 子 的 性 质 (IV) 和 (IV.1)， 可 
得 


h= У) exp (Ai; + n + ni) (3.10) 
ij 


Ko, exp(n;) = ajexp(Q;t + рх), H 
exol 4.) = — (P Pi) EO; — 9; + Ce; — Р1)?] 
= (p; — pi) / (p, + pi) (3.11) 
将 (3.10) 代 人 (3.4), 利 用 忆 算 子 性 质 〈《VI.4) 和 关系 (3.2) ,可 
得 


N 
h= X ехр(4 Fm ma) 《3.12) 
img 
其 中 
ехр( А) = ехр( 4;; + А, + А) (3.13) 


一 直到 求 出 fa, 我 们 得 到 精确 解 
F= Ў) exp (3 Араш 十 2, mmi) (3.14) 


== Ü, 1 


其 中 ， 2. 表示 对 шщ = 0,1; ра == 0, 1; * 17 им == 0, 1 ВТ 


有 可 能 的 组 合 求 和 ; > 表示 从 N 个 元 素 所 有 可 能 的 对 中 求 


和 ， 小 参数 & 已 吸收 到 常数 项 a; PE, (3.14) 连 同 # 一 
2(log F),, 给 出 KdV ZG ERR NI BYE TERES. 


第 四 节 ”在 Sine-Gordon, MKdV 等 方程 中 的 应 用 


我 们 先 考虑 如 下 形式 的 Sine-Gordon 方程 
Prs — Фи == sin ф (4.1) 
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设 52 0 (lri =œ), 4 


plr, t) = 4tan ^ [Z(x, Кх, 1)] (4.2) 
其 中 
[5] 
(х, 0) = У) 2j абі dag n. ize) 
- exp (m, + mi, + -- ` + nu) (4.3) 


[(N—1)⁄2| 


£x, 一 2; 2 a(hs Jast ts ima) 


m=) N'im-l 


` exp (w, + n, 1 gua) (44) 


(п) 
(Ау, 5° 53): H G п)» Pes 
1 ,n70,1 
EC (Pa — Ра) ЖЕ (Q, no Q;» 
“ie u) = (Pi, + Р) Ыш (9;, T С) 


= (Pa — Pa + 9,, — Ony 
Pa bi, + 9,, + О 
5; = Pix — Qi пі, Р — Qi = 1 
Р, 为 任意 的 有 限 的 实 常 数 , 它 决定 第 i 个 孤立 子 的 振幅 ,ww 为 
任意 的 有 限 实 常 数 , 它 决定 第 i 个 孤立 子 的 位 相 。 设 p; 为 相 
异 的 ， 
Иш, N = 3, 有 
f(x, 1) = 1 + al, 2)expCm + т) + a(1, 3)exp(m + w) 
ла a(2, 3)exp(m; чл "DP 
g(x 1) == expCm) 十 expCn) 十 exp) 
+ 2(1,2,3)exp(m + m + y) 
a(1, 2, 3) — a(1, 2)«(1, 3)aQ2, 3), 
n: = fix — Он, pi — Qi == 1 
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= — 00 时 ， 保持 有 限 , 对 Q| p, > Q| P > 0,[р, 2 0, 
Pi 0, (х, Р) Сх, 0) = ехр (ә), TARMI 


Ix, i) = 一 2р - —2p,sech(g) 


以 下 我 们 篇 赂 地 证 明 9 的 表达 式 (4.2),(4.3)，(4.4) 确 为 
方程 (4.1) 的 解 。 
. 为 此 ,将 (4.2) 代 入 (4.1), 可 得 1,& 满足 的 方程 
i 2 十 ]«.g = (Jg, m 27,0, + fag) Xm Ig (4.5) 
FT f 一 2f: T = Lm m; MEX 2f T "nm. 
= ge 一 28; — (2,8 — 28: + ЕЕ.) (4.6) 
YE f, к 的 表达 式 (4.3),(4.4) 代 人 (4.5),(4.6) 可 得 如 下 关系 式 
> A а(ї\, bs ***, й)а(й ы» fa. ttt, P» 
{=й s'l 
К ACA, sg йз» аар LRL" in) 一 人 
X] 25—1,3,5,--, < N (47) 
У) 2 C—L)'a(5, 11, “у i)aliins TT о"... i.) 
t=0 nl 
: bi, у ttt dr ais аду 7775 Вр. = Ü) 
对 п== 2,4,6, tt; =< N (4.8) 
其 中 
РСА» Zr a ТЕ їй» 11415 eg m 
= (#i, + Pi, o + Pi — Pag Pa — ** * — PSY 
— (9, + Q, + ++ 0, — Q ` 
一 О, 一 ... — 9, 小 
对 于 给 定 n,(4.7),C4.8) 能 变 为 如 下 恒等式 
(П в) CETT Nrs "tt. Onfa) 


Fg E] 
E hax, , Су‘, Саха) = Ü, | п 为 奇数 (4.9) 
эн. 
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O TOETER ee P oi b i ш 


(П a) ACAI 35 "t. С.н) 


Fyt 1 `# sm] 


š liom, OY). t3 тиа) =, 2 п 为 偶数 (4.10) 
其 中 


(т) 
ACEN QX;y ttt QX0,X,) == П (ox, 75 суху)? 
ї<1 


Ё. (ох, Otis it, 00) == (1 xj (> Ir 2 


1-1 el 


А ul 
– П а= 
Lr] "JU 


CASA (ras ***, ÜVX a) == ( У) са) (5 M ох) 


x; = P; + 0; 
事实 上 , 设 (4.9) 左 边 表示 为 DCayas-…。x。)。 它 具有 性 质 
(i) D, 为 对 称 齐 次 多 项 式 
(ii) 如 x, = Ln, 则 
Dlx,, с» Tn) rt = Bx] П (xi T xi) D(x,, Yay ttt, r.) 


易 见 (4.9) 对 n= 二 1 成 立 ， 设 对 # 一 2 成 立 , 则 由 (i), (ii) 可 
шш 为 2n(n — 1) Bt 


(n) 


П (5 — x 


ket 
的 对 称 齐 次 多 项 式 ; 另 一 方面 ， 直 接 可 看 出 D, 为 刀 阶 多 项 
式 ， 故 对 于 给 定 的 zn，D; 一 0, 同 理 D, = 0, 
其 次 ,我 们 考虑 如 下 形式 的 MKdV 方程 
u, + 240720, 十 v,,, == 0 (4.11) 


Fo 9 r (4.12) 
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设 | 
. tan ф(х, г) = £(x, /f(x, 2) (4.13) 
其 中 

I 


J(x, ғ) = > 21 аб» Ds Ds 5° * б) 


n0 Nm 
' exp (Ë; + E + i n E, (4.14) 
М —1)/2] 


ETES = Pj: M a (iu їз»** ^а M 


н=0 N'lm-4! 


` exp (Ë; + Б, кыйы di > E, assi) (4.15) 
(n) 


加 人 II aips 5), nz 


kg 
== |, п == Ü), 1 
(Pi — Pa) 
a(14, i) = 一 (Pa Pu 
E; == рух — Оа — Ei 
Q, = р) 
N = 3, 有 
f(x, г) = ! + a(l, 2)ехр(#, + £3) + а(1,3) exp (Ё; T Es) 
+ a(2, 3) exp(£, + &,) 
E(x,1) = ехр(&,) + exp(£i) + ехр(&,) 
+ a(1, 2, 3)exp (E, + š; + Es) 
2(1,2, 3) = a(1, 2)a(1, 3)a(2, 3) 
E, = bz — pi 
>q :— co 时 ，5 为 固定 有 限 ， 
g/|] = exp(E), b, > р, > р > 0 
В РА 
v(x, t) == р, / 2sech£, 
|, 2 满足 方程 
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аг =— = Emma 一 一 一 一 “一 


£] = Ef: Р Errr] т 32..|. + 38 fee < Efrrrr = () (4.16) 
fs — 2f + ferf FEE. — 285 + EXE 0 (4.17) 
(4.16),(4.17) 可 写成 形式 


(£ Z)-(¿ — P]]:G, HE, lrer o 


ai 
(4.18) 
(2 — 2) GH) + l, DEG, nuu — 0 
(4.19) 
TET € 的 表达 式 (4.14),(4.15) 代 人 人 (4.16),(4.17), 得 
21 > dC, s ttt. DEORE ПРГ, 
Ing afl 
" A, faat ба Fio зда "" "o i.) = 0, 
nm—1,3,5-* £ N (4.20) 
>! >; (—1)'4(һ, 5, «Vias йз, ** sie) 
Een nal 
š COP DEE TE TIT ` "9 in) = Ü, 
n dy 4, 6, '" *", = N (4.21) 
(m) 
4С, TERET fa) — П á(i, 1j), n > 2 
kel 
mem. Ls pow 0, 1 


Pi CO— Pa) 
201,1) 一 (Pa + Р) 
ОТ Йй} Bas ie) 
m —(Pi Р FL ЖИИ 
+ (P, t A tet Б ЖЕ f ` Pi 
| CTEZIPETECCTPRILPES, | 


S (Pi, + bu aa + Pa Piggy Р.) 
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(4.20) ,(4.21) 能 变换 为 
CAAP ор, ttt, у 


Fpp Tyt] 


к hop, 0b. `. Ç P.) == 0, п муа (4.22) 


2, (П в) Б(а\р\, Giba ctt. ср) 


win e = + 1 'i ml 


2 СЛ ету TP.) = Ü, n 2918 (4.23) 
in? 


É(o.bi, "5 аР) == |] (z, — ор) 


k< 1 
ha, ` G P.) = —(аур} + тїр) 
TOA + ор + oup) 
Б.(о,» ° ° "> Ри) = (афу + ар, + +++ сар.) 
恒等式 (4.22) 左 端 表示 为 Dii, +++, Po)， 具 有 性 质 
G) DJ 为 对 称 齐 次 多 项 式 ， 
(ii) D, 为 Pis Pis cro Pa КЛЕРА, 
Gii) 如 Р, == p, WS 
Dp,, etn, Du) ret 2(25.)' H (Pi 一 Р)" 


+ DCPs Pis ctt Ps). 

易 知 (4.22) 对 nn 二 1 成 立 ， 设 2 一 2 成 立 , 则 D 为 2n(n 一 1) 
阶 齐 次 对 称 多 项 式 ， 男 一 方面 ,可 知 DD 为 n(n — 1) + 3 Bt 
多 项 式 , 故 对 于 固定 的 x,D, = 0。 同 理 ,(4.23) 成 立 . 

对 于 非 线性 晶 格 方程 
ч e = a[e 9» — eni], n= 1, 2; a, b ЖНА (4.24) 

f 
其 中 ，r。 一 y, — y,-, BAEN 

2 (ета — 1) = (Пов), (4.25) 


Hirota 得 到 (4.24) 的 N 个 孤立 子 解 表达 式 为 
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Los da E "T 


00) 一 S exp Ps Bappi; + > | (4.26) 


ë =Ü, | £ < f 


其 中 

=; = Йи — Куп TY, ki, Ti х 

ТАЄ: 
= (E 2 k 
. d (=) ш 2 

0: В? — 4si init 
т (8, + Ву 一 "UIT 
ab 2 


Rij = 


È 


ТЮШ, У) AXGGW—U-—0,1;m-—0,15;: n = 0,1 


可 能 组 合 求 和 ， 
对 于 非 线性 电子 潜 波 器 方程 组 


log (1 十 V.) = мб) — 2V,(z) + V.) (4.27) 


和 . 


= (1 + VG. — 1,4) 
(4.28) 
| ICE == V.) 
Hirota 通过 变换 
V, = [tan £,/f.], (4.29) 


得 到 (4.27) 的 N 个 孤立 子 解 ,其 中 fas #„ 具有 形式 
Gun N N 
һа) = У) exp [> Бы + > z] 


“=Ü, 1 
(е) 
g,G) = У) exp [> Виш + Е miz | 


il TE | igi 
其 中 
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в; = Ви — Кт + Y; 


В: = X2sinh ¿. 


ki — Ë, 


(#; m Bj» = 4 sinh? E ЗБ 
ePij ——— Жас ш» —— — a^ 
(B; + Bj)! — 4sinh' VEN 
(n) t) | 
Do >) SOR —U) 0,15 0,15 5 ду = 0, 


| 的 各 种 可 能 组 合 求 和 ,但 对 前 者 ,要求 
NH 


> Fi = 偶 整 数 
对 于 后 者 , 则 权 求 


6; 
2i ш == 奇 整数 
对 于 Hirota 方程 
іф, + 136| 中 | 中 + opis + iogsrr + 6|ф[°ф = 0 (4.30) 
том gl ur TW FS o N 
p= Eff 


IN 1N 
Ке, 0) = | е b3 Bipipi + 21 Л 
CIIM! i j is] 


^" IN AN i 
(xsi) = Ў] exp р> Bamm + Ў) Dd 
TFT i=] | 


ы =0, 1 


AN IN 
£'(v,2))- УУ exp b» Bamm + 之 ， Л 
"n imj - 


ue 1 
x; Кух — Bit T Tis hs Tj 15] 29 ЖА 
В. — —ipk + ck, ] 1,2, -,2N, i= /—1 
ku f, Pien = Bj, j= 1,2, s, 2N 
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其 中 ,符号 * ARE RGY, H. 
B, = log |Ë G + 0) 


M i-1,2,", N; je NI,NÀ2,-,2N E š = 
N 十 Ls у 2N; j= 1, 2, ety N. 


Bj = — log [2 Ce — &Y | 


pea ее иу 
2№;ј = N+ 1, «7, 2N, 
ehm l; m= 0, 1:5: ранна 1 


B0, 1 
可 能 组 合 求 和 ,要 求 
N N 
дањ = У} и Hj N 
#= ad 
$3 b 分 别 表示 一 切 ра == 0, l; p = 0,15: "3 дм 
pm, 1 nm, 1 
0,1 елак Би 
六 wm- 1+ Y non 
l+ > Ki = > + 
і =] 


第 五 节 双 线 性 形式 的 Bäcklund 变换 


我 们 知道 ,通过 Hirota 方法 可 将 某 些 非 线 性 进化 方程 化 
为 双 线 性 形式 ， 现 考虑 如 下 形式 的 双 线 性 微分 方程 
F(D,, Dj :f=0 ' (5.1) 
并 构造 一 个 新 的 微分 方程 
[F(D Df - f'ME — fF [F(D,, Df + = 0 (5.2) 
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显然 ,如果 了 为 (5.1) 的 一 个 解 ， 则 由 (5.2) 可 知 站 为 《5.1) 的 
另 一 个 解 。 因此 ，(5.2) 实际 上 给 出 了 (5.1) X T f, f 的 
Bäcklund 变换 。 以 下 我 们 以 Кау 方程 为 例 说 明之 ， 为 此 ， 
我 们 还 要 用 到 以 下 公式 ， 这 些 公式 可 从 上 面 提 到 的 D 算 子 的 
定义 及 性 质 推 得 , 

1) ехр(2,)[ехр(Р,)а • b] * [exp (D.)c + 4] 


一 ехр-- (D, — D.) {exp |z (D, + D.) + D,| а · a} 


; JE D EDS A 4 


Еф, D; = 8D, + B,D,, b 8, УК, i= 1,2, 3, 
2) (Dša -+ b)ed — ab(Die + d) = D,[ (Dra - d)cb 
+ ad(D,e + b)] | 
3) (р.р - fff РРО р) = 2D.CDf - f) - ff 
4) CD -PH РРО D = 2D,(D.,/f : f) Н 
5) СРР -PH —fTODH f) = 2D,QDW - J) ff 
+ 6D,(D:f' р) р.р) 
现 考 虚 双 线性 形式 的 Кау 方程 
D,(D, + =,D, + Оу}. f = 0 (5.3) 
其 中 ,co 为 常数。 设 为 (5.3) 的 一 个 解 ,了 为 男 一 个 解 。 我 
415 BUB f, f 的 方程 
[D,(D, + ср. + DO - fff — fÜ''D.CD, 
+ 2р, + Df }] = 0 (5.4) 
这 就 是 方程 (5.3) 的 Bäcklund 变换 ， 利 用 性 质 2),3),4),5)， 
从 (5.4) 可 得 
2D,ALD, + (> + 32)D, + D] - f) СР) 
+ 6D,[(D; — zD, — WF fID: f)= 0 (5.5) 
其 中 ,1 和 站 为 任意 常数 ,如 果 f 为 (5.3) 的 一 个 解 , 则 当 1 W 
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足 如 下 方程 组 时 , 也 是 (5.3) 的 另 一 解 。 
[+(c 士 34)D。 十 Dj 一 0 (5.6) 
(DI — uD, — 1)f f= 0 (5.7) 
方程 (5.6) ,(5.7) 就 是 (5.3) 的 Bäcklund 变换 。 类似 地 我 们 可 
得 到 如 下 一 些 非 线性 的 Bäcklund 变换 ， 
I) Boussinesq 方程 
(D; — Di— 0+) f = 0 (5.8) 


ү TaDf- » ius 
(2D,D, + D, + Df .1 一 0 
其 中 ,a 一 一 3. 
II) Kadomtsev-Petviashvili 方程 
(D:D; + D + рі) = 0 (5.10) 
(D, + Рр) * J = 0 | 
т V UD: + р, + Р)р ре 0 (5.11) 
Еф, а = 3, 
Ш) 高 阶 Кау 方程 
D,(D, + Df * f —0 (5.12) 


IN :一 对 
ВТ: - 2 2 33 5] f .. 1 = (5.13) 
[р, – (15/2)а0: - (2) | r 1-0. 87 
IV) 浅水 波 方程 
р.р, — D,D} + Df «f = 0 (5.14) 
(Qt bor «tear 


5.15 
GD,D, — Df - f = ир - 1 iss 
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第 五 章 Bäcklund 变换 和 无 穷 守恒 律 


第 一 节 Sine-Gordon 方程 和 Bicklund 变换 


非 线 性 Klein-Gordon 方程 

Фи 一 中 sz + Еф) = 0 (1.1) 
м F'(g) = ф 时 为 Klein-Gordon 方程 ; 当 F'(o) = sing 

Qu — Фу + sing = 0 (1.2) 
为 Sine-Gordon (SG) 方程 ， 若 sin ~ p 得 KG 5, Ж 
inp р—у-ф', RI F(g) = — v —2 6, UAE! 0 
方程 

1 


фи Фи Фр ср = Ü (1.3) 
如 果 Р'(ф) = sinp 十 Xsin 2p， 此 时 方程 为 

Pu — Qui + sing + 1п2ф = 0 (14) 
称 为 双重 Sine-Gordon (DSG) 方程 ， 


fE G E A5 BR | 
зы (х—{) „írt: 
р. 1 2 


下 ,方程 (1.2) 可 化 为 

Pi, = sin (1.5) 
SG 方程 最 早 是 从 一 类 实际 问题 归结 为 Gauss. HEK = — 1 
的 曲面 几何 研究 中 得 到 的 ， 以 后 发 现在 许多 物理 问题 中 均 可 


TEE 


2 r MILI LLL Pusa. — ps Cori 


归结 为 此 类 方程 。 例如 。Jesephson 结 的 涡 旋 线 的 传播 问题 ， 
在 一 般 超 导 结 的 研究 中 ，jJesephson 发 现 流 过 超 导 结 的 电 谋 福 


足以 下 关系 : | 
d 2а 


3 4. 
J Jo 3 ir 


Жз,» 为 电压 ， 一 p, 一 p, 为 二 块 超 导 波 函数 的 位 相差 ， 
我 们 可 得 到 ?满足 如 下 的 Sine-Gordon 方程 
Фе, + Фуу — І. Сф, = т 

Жш, L, C, e, Jo À 均 为 物理 常数 ， 其 他 有 关 的 物理 问题 
有 : 晶体 的 位 错 问题 ， 磁 化 方向 产生 的 波 在 铁 磁 物质 中 的 传 

我 们 容易 得 到 SG 方程 (1.2) 的 行 波 解 ， 设 qp = @(E), 
E = x — Di, D = cont > 0, (1.2) 

(D! — 1)6g + sind = 0 (1.6) 

3EL 9. 并 积分 得 


z (D — 00i + 2 3.0 = 4 (1.7) 


其 中 ,4 为 积分 弟 数 。 由 此 我 们 可 得 (1.2) 的 孤立 波 解 和 周期 
ШУ, У. A= 0, D' 一 1 二 0 时 ,有 
0/4 == 士 exp{ 士 (1 一 D') (E — Е,)} 
或 
Ф = dg { (1 — D’) (e — ри) & = 0) (1.8) 
即 为 (1.2) 的 孤立 波 解 。 周 期 波 列 解 为 


1) 0<4<2, D'—120, ЖОНН, Ф 关于 
0 一 0 在 —@ < p < 0, 之 间 振 荡 ，9 一 2sin^ (4). 


2) 0< A<2, D'—1«0, 这 时 仍 为 周期 解 ,外 关于 
由 一 天 在 = 一 名 一 出 一 = 十 名 之 间 振 落 ， — | 
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Ex 


FE 一 e 


3) 4 一 0, D'—1-«0, ХЕ КЕ 
| i 
о. + [—— (I4l 十 28а? ie) 
4) A>2, D — 1 > 0, 也 有 螺旋 波 


P= + ot : (4 — 292 оу}, 
5) 4—2, D'—120, HX 
tan( 9-7) = expl £ (D! — 1)-À(E — &)) 


ШЗ Ф = — п 0] Ф = x= Ву 5. 

Lamb” 用 Bäcklund 变换 (BT) 具体 求解 了 SG 方程 的 
MFH., WRIA, Bäcklund 变换 是 一 类 未 知 函 数 变 换 
关系 式 , 对 于 (1.5) 式 我 们 引 人 Bácklund 变换 

s. + 22 ба (2+2) 

Әф’ Әф 2 үф 

вр ti UE 
此 处 7 为 任意 参数 ,我们 从 (1.9) 式 的 第 一 式 对 n ЕН, 第 二 
AA ERE AA p "二 阶 微 商 的 一 致 性 和 原 方 程 qu, sin p, 
不 难得 到 新 方程 фе, "= sin 中 '， 它 和 旧 方 程 形式 完全 一 样 , 于 
是 我 们 可 用 BT (1.9) 逐次 求 出 新 解 ， 首先 可 取 平 凡 解 p= 
0， 另 一 个 解 p, 可 依 BT(1.9) 求 得 


Фу == 4tg^! [eo ( + = LP, 
V1— D". 


Ф. IEE: SG 方程 的 一 个 孤立 子 解 
从 上 面 我 们 看 到 了 SG 方程 的 孤立 子 解 (1.10) 是 由 零 解 
从 BT (1.9) 得 到 的 。 一 般 来 说 ,对 于 SG 方程 ,变换 总 是 使 
孤立 子 解 从 无 中 生 有 ， 从 N 个 孤立 子 解 变 换 为 N + 1 个 孤立 
子 解 。 不 仅 如 此 ， 利 用 所 谓 “ 可 换 性 定理 ”， 我 们 可 从 现 有 的 
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(19) 


几 组 解 出 发 ,不 必 去 积分 方程 组 (1.9), 只 须 通 过 代数 运算 ,就 
可 得 到 新 的 解 。 这 条 “可 换 性 定理 ”说 ，“ 从 方程 (15) 的 最 
初 的 解 p。 出 发 ,不 论 是 先进 行 参数 为 A 的 变换 (1.9), 然 后 
再 进行 参数 为 А, 的 变换 ,还 是 反 过 来 先进 行 参数 为 i. 的 变 
换 , 然 后 再 进行 参数 为 1, 的 变换 ,最 后 所 得 的 解 qu 都 是 一 样 
89". 由 可 换 人 性 定理 , 可 以 导出 方程 (1.5) 解 的 一 个 非 线性 选 
AX. 

g (121—129) € DES (2—2) (1.11) 
特别 取 p = 一 0， 此 时 qu, фә 如 (1.10) 所 示 , 代 人 (1.11) 可 得 
(C1.5) 的 双重 孤立 子 解 (Perring-Suyrme BE) 


tg р/4 = sh (a/v 1 — D) (1.12) 
ch( Di] — D?) 
它 表 示 两 扭 的 迭 加 ;又 | 
igo /4 = (D: — DD) (113) 
D ch(* |A/ 1 — D?) 
它 表 示 一 个 正 扭 和 一 个 反 扭 的 碰撞 ， 在 此 式 中 令 忆 一 埃 , 又 
可 得 (1.50) 的 另 一 种 孤立 子 解 


sin (4/1 +) (1.14) 
ch(x/A/ 1 + Ë ) 
它 的 图 象 为 正 扭 与 反 扭 周期 地 接近 又 离开 ， 往 返 一 起 相对 地 
振动 , 称 为 "呼吸 子 ”， 

我 们 现 将 上 述 利用 B 变换 求 SG 方程 的 孤立 子 解 的 过 符 
一 - 般 化 ， 设 方程 (1.3) 通 过 变换 


1 (Фа 一 Фі-1,я) = aj sin e: (pi 十 pii) 


ig p/4 == 


(1.14) 
1 RE | 
> (фи 一 ф-ы) Биз” ш a; sin 3 (epi rm Qi-i) 


148 = 


及 ро = 0, 可 将 (1.5) 的 特 解 Pis Фо," Pr Xu. EEH 的 
初始 条 件 下 ,(1.5) 的 四 个 解 由 二 个 参数 a4，ai 联系 起 来: 
Phin == B,igx, 

Prani = Bay (1.15) 
(Pis ia 77 В, В ak Pk; 77 B,, : B, Ph; 

Ян, В, 为 具 参 数 а, WIBER. В Кыз 
图 5-1 BER. 


图 5-1 


由 此 可 得 Sine-Gordon 方程 的 N AMATA. BER A EEG 
Xu: 
1) Hj >0 , Pirni = 0; 


„кж: 
pii == ^4tg ^ [e IDA 1, vi; 为 常数 ， 


(—1)i/ki < 9, ` (1.16) 
2) Silh, 
1 i| 
Qui = Prani- 十 4 н 3 tg kw ы) 
kh. 


а ЕЕ l 了 
(—1) — re (1.17) 
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由 此 可 知 ,为 了 得 到 NN 个 孤立 子 解 的 表达 式 , 必 须 有 小 于 NN 的 
所 有 孤立 子 解 的 表达 式 , 其 求解 示意 图 如 图 5-2 BUR, 


(5) & (9 
@ 9 ® 
& (9 ж) ® 
ORON 


图 5-2 WN 个 孤立 于 的 Lamb 图 。 指 号 内 的 数目 表示 孤立 于 的 数目 。 


第 二 节 ”一 类 非 线 性 进化 方程 的 Bicklund 变换 


我 们 在 上 一 节 已 介绍 了 SG 方程 的 也 变换, 其实 不 仅 SG 
方程 存在 变换 ,而 且 相 当 一 大 批 非 线性 进化 方程 均 存 在 相 
应 的 8 变换， 它 实 际 上 是 和 接触 变换 相 平 行 的 一 类 关于 未 知 
函数 之 间 的 变换 。 设 变换 s(x ,7) 一 а'(х', у') 满足 微分 关 
系 式 — 

[= r.Y,.2,.P5,4 "nu 
к=: у'›®',ЁР',4') a 


HEH, Р = ок ampi tort y ier 


ez - Ds Ps ` , F r | 9! эп 
=? m nor pp ДЖ r, £, t $). 我 们 以 下 设 


r= >, y= y。 由 = 的 可 积 条 件 =, 可 得 


Q = f, до + feq Р + (fer 8) 
+ fyt + ger = 0 (2.2) 

这 个 可 积 条 件 在 二 种 情况 下 是 满足 的 : 或 者 它 恒 等 于 零 , 即 

fe — ge = fo = Ep = 0 

fer — Ea + feq а. = 0 
或 者 由 0 — 0 导致 二 阶 MongeAmpere 方程 。 前 者 导致 接触 
变换 ,后 者 导致 B 变换 ， 我 们 由 好 变换 可 得 到 该 方程 的 散射 
反 演 特征 值 问题 的 方程 组 ,在 某 些 情况 下 ,还 能 得 到 它 的 无 穷 
多 个 守恒 律 ， 我 们 分 别 举例 叙述 如 下 : 


1) SG 方程 | 
S = sins (2.3) 
БЕУ B dE a Ж) 
| 1 ; ‚|1 ^l 
L(p—r)- аза [T Ge] 
(2.4) 


P (q + q') = «7 sin E (s 一 x)| 


如 令 T == tan[(s' 十 z 7)14]。， 则 由 (2.4) 可 得 


bar eK + Г?) = 0 (2.5) 
我 们 知道 Ricati 方程 

Г, + 20T + ОГ «R0 (2.6) 
它 等 价 于 方程 组 


tu + Ри = — Rw 
| 1 1 2 (27) 


Wi — Pu; = Ош, 
АН, T = w/w, BIQ3S)SUTIEA 
a 151 + 


1 


1 
Ha. 十 P au, P3 Pun 


2.8) 
1 1 (2.8) 
Way — y at = Pw, 


此 即 SG 方程 (2.3) 式 所 对 应 的 散射 反 演 法 中 的 二 分 量 的 特 
征 值 问题 方程 组 ， 

由 8 变换 (2.4), 取 4 很 小 , 我 们 可 得 到 (2.3) 的 无 穷 多 个 
dif. 事实 上 , 设 z(x,y ,a) 具有 形式 


х'(х, y, a) == У) 205, Y)a , а->0 (2.9) 


i=0 


将 (2.9) 代 入 (2.4), 可 得 
> zial = zy + +25 [2 (> жа! — z ) 


24 a — 0, 有 zo = Ey 21 == 22у, 由 a a HARRARNIR, А] 
得 


я; = doyy 
к, = 2zyyy 十 2. (zy) (2.10) 
ga == 2zyyyy + 2( в, 2, 
z; == 2zyyyyy + 3(zy)'zyyy 十 5гу( жуу) + ^ (zy 
我 们 已 知道 (2.3) 式 可 写成 能 量 守 异形 式 
ЕЗ "As Jy + Ccosz' — 1), = 0 (2.11) 


将 (2.10) 代 入 ав, H а ОНЗА n] 43 $1076 23 4 1 5T. 
律 。 以 下 写 出 儿 项 守重 密度 
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P Н 2 
Т, = 2Z2yyyz2 十 42:55 + S ye yser 
Т, = 2, »yxZx 路 42yyyyz2yz + 4Zyyz2Zyyyz 
i 
十 бхууу®уй+®у, + З®үууу®у®у 


4 3 

4 102,у.2уу2у2. + 5л1уду„®, + Szyzyz2y 
1 3 4 

+ B улууу 十 P EyXyem. T ">" 


2) KdV 方程 


uy + бин, + иаа =0 (242) 
令 = 一 | u(x',y)dx， 由 (2.12) 得 到 满足 的 方程 为 
q + 3P' + a = 0, @ = Zrzr (2.13) 


iE (2.12) fJ R р 


P = (2, z, P) 
|, = plz, z', q',r, r', P, P') (22) 
因为 
r = fsf + fob! А" (2.15) 
代入 (2.14) 式 的 第 二 式 得 
q = qz, z', 4, P'ar’) (2.16) 
z 的 二 阶 混合 导数 能 写成 
d 


— = fag + Ie + fps" 
dy 


或 


= = p,P + pub + pues cb ppr + pro 
x 


由 于 要 求 这 些 混 合 导数 相等 和 * 满足 同一 方程 (2.13), 因此 
可 定义 图 数 Q(z, sz Р, P's q. д r'a) 使 得 
Q = (fp — pp + а + frg — PP op, 
— ppr' + pr(g + 3р?) = 0 (2.17) 
选取 Qo = | — py = 0 RIS g'or ERA 
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-一 


Qai == qup == Ü (2.18) 
Qu = fofa + je — Hei РТ рр + фо = 0 
由 Q, = — нр! + pre = 0, 有 


Jo = up = a(z, z", т) (2.19) 
EH, a(z, z', r) 待定 。 因 为 | 
| О, = — Зри = 0 (2.20) 
及 由 (2.18),(2.19) 可 写成 


Ке, z', P') = bCa, z')P' + elz, z') 
q(z,2', g's P, т) = b(z, z')q' + AC, Pr! 
Tos(z,2', P^) (2.21) 
以 下 定 出 4, с, о, 由 (2.17) 有 
О == — 2g,p == Ü 
HA P 无 关 ， 且 因 Orre 一 0， 于 是 可 得 
v(z, z', Р') = vi(z, z')P? + s (z, z')P' + s (z, z') 


(2.22) 
可 设 202,27) 为 常数 ,于 是 得 到 
Fe Qa» 
а = bg + Ar dos + eP t to 


其 中 ， b 为 常数 ， с, À 与 v, = 0,1, 2) 1329 E.A 的 待定 
В. GEQ2.23) PLA. 0, HT rn Pa 在 2 中 为 独立 无 关 ， 
因此 得 到 以 下 七 个 方程 确定 五 个 未 知 国 数 和 一 个 带 数 b. 


203 = — (bl, + Ap) (2.24) 
А = — (bc, + ev) (2.25) 
p, = ДС, — cà, (2.26) 
0166 — CU + ЗА — by, — tQ) == Ü (2.27) 
vis CU, — tr: — Bpos = Ü (2.28) 
buy 十 ua = 0 (2.29) 


Woes — CU | = Ü ; (2.30) 
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由 于 = 必须 满足 方程 (2.13), 及 由 (2.23) 计 算 三 阶 导 数 得 
a = ba' — Ан + 20р? + Ppl2becss + 2ce,, 
+ elber + ca) 十 cc P ecl = 0 (2.31) 


ра b +b == Ü (2.32) 
bec, 十 25 + cC gr "т Ü (2.33) 
Cea + cel + w + 3с' = 0 (2.34) 


Hi (2.30) 推出 vo vo = 4(z)e(z, z'), TE ФСЕ) 待定 ， 
(2.34) 积 分 一 次 得 | 

са 2с + d + Ке? = 0 (2.35) 
取 K = 0, 由 (2.35) z, = — 1, 从 (2.33) 得 cw = 一 上 4, 
£8 1,(2.32)]m C2-24), (2.25) 

Curam 2b + Б? (2.36) 
将 (2.36) 积 分 得 
e(z, z') = m — n 十 2bzz' — b(2 + b)s"] 


+ Kz + 1z' 
н 1,1,m ЮУН, Vk m 0, k = 1 == 0, 从 (2.24) 一 
(2.30) 得 
1 = 2b(z — z') 
y, = — 2bm — b( 2 — 2zz' + ba") 
n = b — Ё 


p = —2m — 2b(1-b)z" 
再 由 一 一 1， 最 后 可 得 KdV 方程 (2.12) 的 下 变换 为 


р ра zy | 
2 (2.37) 


4+9 = (z — z')Xr — r') — 2(P' + РР + p”) 
从 z = 0 为 KdV 方程 的 解 ,由 (2.37) 可 得 
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1 i 
mi фуу = — Ж 
|? 2 


q = zr — 2p! = — 2mp 
这 方程 的 解 为 
z = (2m)štanh [的 ) (х 一 2my)| 


н == b = m sech? (2 (z 一 2my)| (2.38) 


为 KdV 方程 (2.12) 的 解 。 若 置 了 一 z— z, Ң(2.37){8 
T, — м — 2р) = 0 


等 价 方程 组 为 
и (2? -— m )vi 
s E Ж (2.39) 
3) MKdV 方程 
uy + бии, F uz Í| == 0 (2.40) 
由 积分 即 有 


q + 3? + a = 0 


类 似 于 对 上 述 的 KdV 方程 所 进行 的 步骤 ,可 得 MKdV 方程 
《2.40) 的 了 变换 为 

p = bp + asiny 

(2.41) 


14 = ра — 2a [Т + р? зїп e + “(Р + »P)| 
Ru, 2 = l, 
Xi Г = tan (s + ix). 可 得 


T, d aT — P(1 + Г) == 0 
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"HS i CX 


ы. -— Lola] 


它 等 价 于 《2.40) 散 射 问题 特征 方程 组 
-| ws + 1 aw, = pu, 
: (2.42) 
H^. 一 Z aw, = pu, 
4) 非 线性 Schrödinger 方程 
非 线性 Schrödinger 方程 的 复数 共 匈 形式 为 
人 y + 272 = 0 
— ig + F + ж: = 0) 
Ep“ ARARA, И] РАЈ B 2ESROS 


p= р — Z iwr + ikv 


(2.43) 


q—4 + r@ P) k, + ivl? ||?) 
(2.44) 
ih, e = z+ z, e= z— z, T= +i(b 20|), лп, 
b, MERCIER М. 
4 r= (6 2102) 2y, M (2.443484 
z[T, + ikT + rir + z)] = "Г, + Г 
+ т Т + 2!)] 
等 价 方程 组 为 
ш. 十 PEL 一 一 riz, 
(2.45) 


1 
EU. = pJ К, m т^%гш, 


第 三 节 KdV 方程 的 B 变换 可 换 性 


定理 设 有 Кау 方程 


a 157 = 


ну 十 бин, + u; == Ü (3.1) 
我 们 已 知 方程 (3.1) 在 BT 


tBu) 


Bgu': ‹ (3.2) 


иу = —иу F (u — «и, — use) 
— 2[u! + нн, + ul] 
下 是 不 变 的 ,其 中 中 为 任意 的 Backlund 变换 参数 。 从 (3.1) 积 
分 易 得 
uy + Зи d ou... == 0 (3.3) 
我 们 有 如 下 的 定理 
定理 1 如 ws = Bauli = 1,2) 为 方程 (3.3) 的 解 ， 且 
是 从 已 知 解 a 出 发 ,参数 为 8 的 BT 生成 的 , 则 我 们 可 得 
到 (3.3) 的 新 解 p, 
p = u + 2(0, 一 81)/ Cus, n Hg, ) (3.4) 
Жз, p = Bp Bam = Be, Beth, 
证 事实 上 ,我 们 有 


tas 十 ив „‹ = P, — (mn (3.5) 
ta + was = б — (ш — up, Y (3.6) 
Hg z "i Hg Bux == ёз T 5 (ug, 5 изв, (3.7) 


Ирок 十 gps = у 一 5 (ug, — Wg) (3.8) 
AB, ups == Bo Bst, tos, = Ba Batto 如 果 设 p = ив e= 
up,s,， 则 由 (3.5),(3.6) 和 (3.7),(3.8), 可 得 
Hp. — Hp. = P, В + s (ug, — из,)(2ш — ug, — ив,) 
(3.9) 
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Mg e — Hg, "= B, — B, + A (ug, — ug, )Сив + ив, 一 2ф) 


(3.10) 
于 是 由 (3.9) 减 去 (3.10], 即 得 
ф = d (f, — 81) / Cus, 3 ир) 
容易 验证 (3.4) 的 确 是 (3.3) 的 解 . 
类 似 地 ，MKdV 方程 
ру F 6s v, + Verre = Ü (3.11) 
ТЕ Bäcklund 变换 
и. == ай, + В їп (и + au) 
Вви': иу = au, — B[2ou, , cos(u + au') + 200 sin (и 
+ au') + B(u, + ан,)1, œ = +1 
(3.12) 
是 不 变 的 ,其 中 ,有 为 任意 Bicklund 参数 。 我 们 有 定理 
定理 2 ШФ zt 人 1 一 1，2) 表 示 (3.11) 的 解 且 是 从 解 m 
出 发 由 Bäcklund 2503.12), 8 = 8,(1 = 1,2) 生成 的 , 则 
新 的 解 可 表 为 
a [|P =) 一 (2 | "им ) (313) 


Kr, p= В» Bs, = Вв, Вун, 
£j is m = 0, 由 (3.12) 可 得 
uj, = 2tan™ er (3.14) 


其 中 
p; = pr— Ву + Y; (3.15) 


Ti(i = 1, 2) 为 积分 第 数 , 则 由 交换 性 定理 (3.13) 可 得 新 解 


5 ^ 1 : 
p= +2 Ec pa їе 


' UÉ cosh |+ Cun + м) 
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第 四 节 ”高 阶 KdV 方程 和 高 维 Sine-Gordon 
方程 的 Bäcklund Æ #4 


Sawada 和 Когета?! 提出 了 如 下 的 高 阶 Кау 方程 
и, + 18028, + 30(uus . F uua) + Herrer m 0 (4.1) 
容易 得 到 方程 44.1) 的 双 线 性 形式 方程 为 


| D,CD, + Di)f + f = 0 (4.2) 
Sawada 和 Kaup? 构造 的 (4.2) 的 BT 为 
(o.— 2 eni 2 Dif fo (4.3) 
(Di— Df-:f-0 (4.4) 
其 中 ,8 为 Bäcklund 变换 参数 。 为 证 明 这 一 点 ,我 们 仅 需 证 
上 明 当 (4.3),《4.4) 成 立时 , 即 有 
P = f - f'D,Ə(D, + Dš) ` f — HDAD, + D)! - f = 0 
(4.5) 
ЖЕ E. PR D SE-T- EE n, 452 


bP = D, |207 DOM D n" (ГЮ. (Of ` D 


一 - (D, D (ЮУ + D 


15 


+12 oir f) (DY | 


+ 5 DID + (DY +f) — 3CD4f 0) 


‚(Р ЕР] 
进一步 可 化 为 
Pw-—DIXf-fXDf-:f)—3'D)- (р. f) 
+ 15(Dšf D CDH 1 + 50 ° f) 
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Еа Fr ` 
z БББ ЕЗЕН kam aasma. Š NEM — 


СОР + f) (4) 
再 将 Bäcklund 关系 式 (4.3),(4.4) 代 人 (C4.6), 即 得 
= D,[158(f +), (О + f) + ASBCDST + 1) 


. (FD] = 0 (4.7) 
НП 2 E F = Sine-Gordon 方程 
LË NV _ 
(272, Bi BP а а sin # (4.8) 


Liebbrandt 和 Christiansen 指出 方程 (4.8) 具有 Bäcklund ҖЕ 
换 为 


Ó 8 о a | ја — 18 
TTE 


== exp[:9s exp [( 一 s uyapis то, )]] 


* sin E (4.9) 


Жр, d, о, om 29 pauli spin PE, Г 202 х 2 {А ВЕ. 
AY Bäcklund 参数 (8, ф, т) MTER: 

SIS 2л, Ü =£ p= 2л, — 00 < т < со, ПЗЕ БА 
a, @ 分 别 满足 


o. Ld 
> Әх? A 
a(x', 25, z), 0) = sinal’, z’, x’, z) (4.10) 
B(x', x^, 35, t) = sinhf(x!, z, x^, t) (4.11) 
《4,.9) 式 可 改写 为 
8 : a — if 
fı 3 ip} t | 
一 [4 + idi] sin t id (4.12) 
其 中 


———À — 
` — P —— as PERS E OHUMERTTT coo coro o oc————uáÀ— СЕЕ Ó—— Pa ci e n 


"bL M 


和 
A, == Icos 
Pa sinqgcoshr (cosp — sin psinhr ) sin Ө 
2 == 


| (cosp + sinqsin hr)sinO — sin sin фсоѕ hr 
(4.14) 
将 (4.12) 式 分 为 实 部 和 虚 部 可 得 
[iniri Lil 
— а) sin h (5 (4.15) 
п) aa ET dah Z) 
Ja (2) к (5) (4.16) 


我 们 可 构造 (4.10),(4.11) 最 简单 的 非 平凡 解 ， 先 取 8 一 一 
0， 再 取 a =a, = 0 于 (4.15),(4.16) 中 ,可 得 
alar, r, x Ө, pa T) = +ап”Ча,ехрЁ} (4.17) 
B xt; yi D, p, T) 


Е АШ Ца, R = Ü (4.18) 
4cosh™ {а,ехрЁ}, R > (0 
其 中 | 
R = x'cosÜ + x° sin @cosq + sing sin p 
* (xcoshr 十 tsinhr ) (4.19) 
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ali = 0,1) 均 为 积分 常数 。 解 (4.17) 表 示 方 程 (4.10) 的 单 
孤立 解 ,而 6 解 (4.18) 则 缺乏 孤立 子 的 特征 ， 


第 五 节 Вепјатіп-Опо 方程 的 Bäcklund 变换 


描写 内 深水 波 传播 的 Benjamin-Ono 方程 
н, + 2uti, + Hits] = 0 (5.1) 


的 Bäcklund 变换 容易 得 到 ,其 中 , 瑟 为 Hilbert 变换 算 子 , 它 
由 榈 西 主 值 积分 


Hf(x) 一 + PI A. dz 


确定 。 我 们 首先 找 出 BO 方程 (5.1) 的 双 线性 表示 , 令 
u(x, 0) = i Clog РГТ) (5.2) 
其 中 
Кё Gaco E T: П (e= =G) (53) 


m == 1 


Zas 2, 是 复 的 ,日 Imaz, > 0, Im z; < 0,Vn, N € Z*, 依 此 


人) — 2) (5.4) 


эп L1 х 


因此 
ibm С |. (s ~ x) 
ko WET 


为 了 计算 (5.5), 取 围 道 C 如 图 5-3, 由 留 数 定 理 得 
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ME S с1а „л. 


"M 8 8 8 8 Y 
|с Z за] 
D GAOI _ mo 
即 
GD, — Df «f = 0 (5.10) 
于 是 .我 们 推出 如 Р, Ў 由 (5.3) 确 定 , 且 (5.10) 成 立 , 则 由 
(5.2) 所 定义 的 函数 # 是 BO 方程 的 解 . 
Ж (7, f) 是 (5.10) 的 一 对 解 ,而 (2, #') 为 由 类 似 的 方法 
引进 的 Bácklund 关系 式 


(iD, — 2320, — D} — p)f ° g = 0 (5.11) 
(iD, — АР, — D1— пур «g^ = 0 (5.12) 
(D, + зА) + Z = ivf'g (5.13) 


所 确定 ,其 中 , л, и,» 为 任意 参数 。 可 以 证 明 # 和 Z 满足 方 
程 
(iD,— Р) + g = 0 (5.14) 
事实 上 ,只 需 证 明 由 方程 (5.10) 一 (5.13) 推 出 
PegugGD,—DDl:f—f-1G8D,—Dg-:g-—0 
(5.15) 
此 时 (5.14) 目 然 满足 。 由 于 А 
E'ECDF - f) — FID, - g) = Jg(D,J' - g') 
— Fe(D - z) 
Р == |2001), в) РЕС : g) —82 (DU -f) 
+ РКО ' g) = NADF з р 
"EU: З ПЕРГ 一] 
—gEDif f + ff Dis - g) 
Ei D ET BE RR] f 
jgDsf - £' —fPg D] - g = Dg ` fg (5.16) 
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D GAOI _ mo 
即 
GD, — Df «f = 0 (5.10) 
于 是 .我 们 推出 如 Р, Ў 由 (5.3) 确 定 , 且 (5.10) 成 立 , 则 由 
(5.2) 所 定义 的 函数 # 是 BO 方程 的 解 . 
Ж (7, f) 是 (5.10) 的 一 对 解 ,而 (2, #') 为 由 类 似 的 方法 
引进 的 Bácklund 关系 式 


(iD, — 2320, — D} — p)f ° g = 0 (5.11) 
(iD, — АР, — D1— пур «g^ = 0 (5.12) 
(D, + зА) + Z = ivf'g (5.13) 


所 确定 ,其 中 , л, и,» 为 任意 参数 。 可 以 证 明 # 和 Z 满足 方 
程 
(iD,— Р) + g = 0 (5.14) 
事实 上 ,只 需 证 明 由 方程 (5.10) 一 (5.13) 推 出 
PegugGD,—DDl:f—f-1G8D,—Dg-:g-—0 
(5.15) 
此 时 (5.14) 目 然 满足 。 由 于 А 
E'ECDF - f) — FID, - g) = Jg(D,J' - g') 
— Fe(D - z) 
Р == |2001), в) РЕС : g) —82 (DU -f) 
+ РКО ' g) = NADF з р 
"EU: З ПЕРГ 一] 
—gEDif f + ff Dis - g) 
Ei D ET BE RR] f 
jgDsf - £' —fPg D] - g = Dg ` fg (5.16) 
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ерір -g' —f'eDi:g 
= D[(Df в) :fe + fg - (Df g) (5417) — 
fiDig-g—&-gDi · |] 
= D,[(D.g' - f) f'e + fg (Df 8)] (5.18) 
将 (5.17) 和 (5.18) 相 加 ,并 利用 DD 算 子 的 反对 称 狂 ,有 
fgDi'-g РЕР е РОЗЕ Е Ер ` ] 
= 2D,[f'g • (Df + g')] (5.19) 
BEER D B -T- HER | 
` ed(D,a + b) — ab(D,c - d) = D,ad pc (5.20) 
可 得 
Р = 2iD'g - fa’ + 2D,[Fg - (D.J - 8')] 
= 2D,[fg - (D, + iA)f 21 (5.21) 
再 由 Bicklund 关系 (5.13) 可 得 | 
p= 2D,[f'g : Giv'g)] = 2ivD,[f'z (РЕ) = 0 
这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 ， 令 


б == i -2 (logL£'/£1) (5.22) 
Ox 


则 给 出 BO 方程 的 一 个 新 解 ， 
对 于 Nakamura 修改 的 BO 方程 
и, — 24и, + 2ve"u, + Hu, + u,Hu, = 0 (5.23) 
Нн, н Hilbert Ж Ж}, i1, vz 均 为 常数 ， 类 似 地 , 令 
ulr, t) == u, + log = (5.24) 
а ШЕВ, Па, f. 2, g' 满足 条 件 
GD, — 2i4D, — Di — uff + Е = 0 (5.25) 
GD, —2iD,—Di—af'-:£-—0 (5.26) 
(D, + ЗА) + g' = iw''g(w = ve^) (5.27) 
则 由 (5.24) 所 定义 的 и(х, ғ) 为 МВО 方程 (5.23) 的 解 ， 
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现 考 虑 描述 有 限 深度 层 流 波动 传播 方程 
и, + 2uu, + Gius] = Ü (5.28) 
其 中 , G 为 积分 算 子 ， 


G[u(r, 1)] == Е 1 NL P A(x' — x) 


— sgn (x' — x) | u(x' , t)dx' (5.29) 


其 中 ，1 为 刻 划 流体 深度 的 参数 .对 于 浅水 波 , 2 — оо, 5) 
结 为 Кау 方程 ;对 于 深水 波 , 1 一 0， 归 结 为 BO 方程 。 令 


и(х„} =i - (log it) (5.30) 


其 中 


0 = TT D кеа, с-а) — 2,11 
T (5.31) 
z (n 1,2, *«-, N) 为 复 的 ,0 < Amz, < x, f 为 的 复 

85. A TAEG.28), BJ Bicklund 关系 式 
GD, + i(à —21)D, — D} — p')f -g = 0 (5.32) 
(iD, + iQ — 24)D, — D} — pf -g —=0 (5.33) 
(D, + i1 )j + p = іре (5.34) 

Ж, А, а, v' 为 任意 人 参数， 


第 六 节 KdV 方程 的 无 穷 个 守恒 律 


如 众 所 知 ,物理 学 中 有 三 个 童 要 的 守恒 律 即 质量 守恒 律 、 
动量 守恒 律 和 能 量 守 恒 律 ， 在 数学 上 ， 当 一 个 物理 问题 可 以 
Ri 

и, = К(и) (6.1) 
的 微分 方程 描述 时 ， 这 一 方程 对 应 的 守恒 律 是 指 可 以 写成 如 
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РИБ ЈЕ 
OT , 9X . 
д; Әх 
Ж ЕНУ TRIX 6 БЯ ВЕК s(x.:) 相关 的 . Т 一 般 称 为 
守恒 密度 ，X 称 为 守恒 流量 当 和 在 区 域 的 边界 为 零 时 ， 由 


(6.2)8] 1 = | Tdr 是 与 时 间 无 关 的 不 变量 ， 


无 穷 多 个 守恒 律 和 孤立 子 的 存在 是 紧密 相关 的 . SUE 
来 愈 多 的 事实 表明 ,具有 孤立 子 解 的 非 线 性 方程 大 多 有 无 穷 
多 个 守恒 律 ， 另 一 方面 ,守恒 积分 又 是 重要 的 数学 工具 ,借助 
它 我 们 可 对 狂 分 方程 的 解 作出 先 验 估计， 而 这 些 先 验 估计 又 
是 微分 方程 解 的 存在 \ 唯 一 性 定理 的 核心 和 关键 正如 Lax 
指出 的 ,具有 无 穷 多 个 守恒 律 ,是 KdV 方程 区 别 于 其 他 进化 
方程 的 最 重要 的 特征 。 


0 (5.2) 


对 于 KdV 方程 
н, бин, 十 uuu, == Ü (5.3) 
它 对 应 的 第 一 个 守恒 律 形式 为 
н. — (Зи F Ws): = 0 (6.4) 
由 此 可 得 到 


» и(х, t)dx 
一 | a. 0)ах = M (动量 守恒 ) (6.5) 


这 里 我 们 已 假定 * 及 其 导数 在 r| 一 o BEST. 
将 * RA Кау 方程 ,可 得 到 第 二 个 守恒 律 


(i A) + (~ze — = "n ME (55) 
2 t 2 г 


由 此 可 得 到 
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= 1 
К = 一 ц? ‚ tjd 
ЕС s 


= NELC 0)dx 一 Е, (能 量 守恒 ) (6.7) 
第 三 个 守恒 律 可 表 成 | 


(v “Р lai) 十 (— E u' -+ 3w'u,, — бии} 
2 2 
1 | 
十 киш, — — ui. = Ü 6.8) 
z“), | 
由 此 也 可 得 到 


N (v 十 1 u) dx. 
7а 2 


-[ (ec. 0-iac.o)a (69) 


这 些 守 恒 律 首先 由 Whithamt 和 Miura?) 等 人 得 到 他 
们 其 体 地 写 出 了 这 些 守 恒 律 的 形式 . Міша 还 利用 一 种 巧妙 
的 函数 变换 ,得 到 了 Кау 方程 的 无 穷 多 个 守恒 律 ， 
现在 我 们 考虑 如 下 的 MKdV 方程 
Qv к= v, — rve + vere = Ü (6.10) 
它 和 Кау 方程 (6.3) 有 如 下 关系 : 
定理 1 若 v 满足 (610), WA u= v t v, CWE 
KdV 方程 (6.3)。 轩 有 
Ри == u, — бин, _- и,,; == Ü 
证 明 事实 上 ,Pu ~ (2u + 2) 0v, 所 以 
Es 
Ор = 0 = Ри = Ü 
反之 ,不 一 定 对 ， 
不 难 验 证 KdV 方程 (6.3) 关 于 变换 
=> i, до bcl, ижи с (с 为 任 音 常 数 ) 
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保持 方程 形式 不 变 。 我 们 引入 如 下 变换 
{' = р, x! =s — 


21 Е 


u(x, t) = ulr, 6n) + A. g > 0) 
4 Е I 
MJ (6.3) 保持 不 变 。 令 (z, ) = en n) 十 元， 则 变换 
u= + r, 为 
u(x', 1) = w(x', 1) + &up(x' t) + Sw (x Vr) 
若 略 去 “符号 ,有 


0 = Pu = u, — бин, + PTT 
一 ( teig 26! [ш — б(а + &'u^)u, 
Ox / 
十 фуу] = К 
其 中 


Кш = w, — 6( + ew үш, F юш, 
因 KdV 方程 不 包含 E， 可 认为 # 与 8 无关，w(x，, г) 依赖 
Fep ú = u + вш, 4 вн? (Е < 1) КАА, ҥн 
的 函数 ,关于 6 展开 有 

tU == wy F Ew, + EW 

= ц — Eu, — E(u? — u, J) dr 

其 中 ow;(i—0,1,2,:-)29 u, Hrs e s ETE TR RE 6 fÇ 
A 

Rw = ш, --(—3u! — 281602 + w,,), = 0 
4 8 ВАН 00, 7148. KdV 方程 的 无 穷 多 个 守恒 律 . 


第 七 节 AKNS 方程 的 无 穷 多 个 守恒 量 


由 散射 反 演 法 可 知 , 对 于 更 一 般 的 3axapoe Шабат 方程 组 
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= 一 一 一 -一 -— n 


ү = — ty + gt; (7.1) 


fag “== Тар + F8. 


1 zin ИОА! T 
р (о) 7" TOG 
| x —x — 00, x —x -+00 


0 "Bü E. 1 а 
? " 1 ) ANE D y. 
(7.2) 


Wo sb Sá |z| — оо 时 ， q, r — 0, k = Е in 为 特征 值 
WKB 方法 ,可 得 到 


g 
dete de 二 .二 " 十 
1 2:6 - | qr dx' 
its 1 1 | атах'| . 2n 
фе RE )+ : +e (7.3) 
— r 


E" 0 1 ç 
J STRT x, n x cri x + 
di (_ " il | qd 


«Q) m обр, Ф) ~1— | es Т) 
2:5 J-a 


а( р 1 Б g r' = + а 
a(t) £s ф) 1 E». qràx 十 
其 中 ， w(u, v) = нур, pu Ha — со 时 ,有 
0 
Par icm : 
Ф А" (7.5) 


因此 有 
аё) = lim (р,е'*) 
4 с = рей", MODA 
(pie), = qpe" 
(que), = rg e its 
消去 p: 和 由 上 述 e 的 定义 ,以 及 (7.7) 有 


m AS De), = pe P 
或 
$ == | ar + ф! + 4 [$= ).] 


үа 
因 从 (7.3) 有 ( 当 ¿—oo ) 


pet ~ ( + О(1/) 


由 对 “展开 有 


at^ Tiry ^ Qul» 


P pa - 
(2iL)* 
同时 由 (7.9) 产 生 了 一 系列 可 解 方程 ,前 面 几 个 是 
Pi == — gr => ф, == — | ardy 


DET seh) T - — |. qrydy 


Py M Й. (aryy — Q'r')dy 
一 般 的 对 于 吊 。 的 循环 公式 ,有 


(7.6) 


(7.7) 


(7.8) 


(7.9) 


(7.10) 


(7.11) 


(7.12) 
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Pnn = a ($=) Sipma OSD (713) 
т к= 1 


其 中 p = 0, b = 一 qr. 注意 到 a(t) 与 + 无 天 ,由 此 可 
得 到 守恒 量 
Ina(t) = lim In (р,е'*) 


= im ф= Уша 和 /City (7.14) 
守恒 量 C, lim Pns по 1,2, ---, M(C.12)8]18 
£, = l. атау 
im Nu gryly (7.15) 


€, 一 Nu (grs, — q'r^)dy 
对 于 一 类 高 阶 KoV 方程 
и, + ни, + u == Ü (7.16) 
其 中 , p, а DIEREN p 22 2, Er ТТР НУ ШЙ A Kruskal, 
Miura" BHE 1970 年 猜测 过 它 的 守恒 律 的 个 数 如 表 中 所 示 ， 


对 于 这 个 猜测 , 履 规 彰 等 人 中 运用 对 称 函 数 的 方法 , 成 功 
而 圆满 地 给 出 了 证 明 . 
对 于 更 广泛 一 类 KdV 方程 
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u, + {Си ), == Burr. (7.17) 
当 и) 为 的 多 项 式 时 ,在 文献 [5 ] 中 具体 找 出 了 它 的 三 个 
守恒 律 : 

T, =u, X, = (а) 一 Bus, 
T; TE 1l, 
2 
X, = |. f(u)udu — Вин,, + = Buil 
um Же E (7.18) 
| Т, = 2 +}, Жи) du 
А; =г Bf Cu Jui =F D Urter E "TP 


+ 5 Си) 一 Bf(u)u,, 


在 文献 [6] 中 ,对 于 如 下 的 非 线 性 进化 方程 
| d 
u, == H(u, иу» ***, 94), (4 = (Qu, D | (7.19) 


Жү, H(u, u,---,u.) 表示 и; 的 常 系数 多 项 式 。 他们 利 
用 无 穷 小 变 妆 和 对 称 与 守恒 律 的 关系 ,从 而 证 有 明 : XH 
gg 为 梯度 多 项 式 ), 则 47.19) 至 少 存在 三 个 守 便 律 . 
在 文献 [7] 中 ,对 于 Boussinesq 方程 
му == u, + (30) F eus (7.20) 
利用 它 的 Bšcklund 变换 得 到 了 它 的 无 穷 多 个 守恒 律 ， 
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第 六 章 ”多 维 孤 立 子 及 其 稳定 性 
第 一 站 5 ë 


在 我 们 遇 到 了 大 量 的 一 维 孤 立 子 问题 后 ， 必 然 会 提出 这 
样 的 问题 ， 多 维 孤立 子 是 否 存 在 ?如果 存 在 的 话 ， 它 的 行 态 
又 是 如 何 ? 这 的 确 是 一 个 普遍 关心 而 又 非常 重要 的 问题 。 关 
于 多 维 孤 立 子 问题 ,目前 已 开展 了 不 尘 的 工作 ,而 且 取 得 了 一 
些 很 有 意义 的 成 果 ， 虽然 从 数量 上 相对 来 说 ,这 还 是 少量 的 ， 
但 从 需要 开展 工作 的 角度 来 看 ,目前 的 工作 也 仅仅 是 开始 . 当 
然 , 多 维 孤 立 子 的 问题 的 确 是 一 个 很 复杂 而 困难 的 问题 , 它 水 
及 一 系列 必须 解决 的 问题 。 从 目前 情况 来 看 ， 至 少 有 如 下 问 
题 。，@ 多 维 " 孤 立波 ”(Solitary wave), “E” (Standing wave) 
的 解 是 否 存在 ? 从 数学 上 来 看 , 这 个 问题 是 和 解决 一 夫 非 线 
性 椭圆 型 方程 、 方 程 组 某 些 边 值 问题 非 零 解 的 存在 性 问题 相 
KAORE ME ER DRETA? 在 有 限 的 时 间 
RETS JS (Collapse)? 这 是 物理 上 最 关心 的 问题 之 
一 ; 国 这 些 解 是 否 是 “孤立 子 ? 解 ? 即 在 相互 作用 下 它 的 该 形 、 
振幅 是 否 保持 不 变 或 者 变化 不 大 ? 对 于 这 些 问 题 中 的 某 些 具 
体 问题 已 作 了 部 分 回答 。 在 [1],[2] 中 早已 指出 一 类 实 的 (不 
荷 电 的 ) 标 量 场 的 非 线 性 波动 方程 多 维 恒 稳 解 是 不 存在 的 , 即 
如 果 存 在 恒 稳 解 也 只 有 在 平面 几何 情况 下 才 是 稳定 的 。 在 
[3],[4] 中 研究 了 非 线性 Klein-Gordon 75 2" Jl rix" , Ez" 
解 存 在 的 某 些 充 分 判别 条 件 。 在 [5]，[6] 中 讨论 了 多 维 非 线 
性 Langmuir 孤立 波 和 周期 行 玻 解 的 存在 条 件 。 在 [7] 中 详细 
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的 稳定 性 建立 了 一 般 定理 ,对 一 些 特 殊 问 题 给 出 了 数值 结果 ， 
在 [8] 中 证 明了 在 低压 磁化 等 离子 体 中 ,三 维 离子 声波 孤立 子 
的 存在 性 和 它 的 稳定 性 ， 在 [9] 中 给 出 了 二 维 Sine-Gordon 75 
程 三 个 孤立 子 解 的 表达 式 , 在 101,111] 中 讨论 了 多 维 非 线 
性 Schrödinger 方程 孤立 波 问题 。 在 [12] 中 考虑 了 水 波 中 的 
柱 形 孤 立 子 , 给 出 了 数值 计算 的 结果 。 郭 柏 灵 等 推导 了 二 维 
Boussinesqg 方程 ,二 维 KdV 方程 并 讨论 了 它们 的 孤立 波 解 的 
间 题 。 在 [13] 中 讨论 了 在 非 线性 场 论 中 , 非 线 性 Klein-Gordon 
方程 孤立 子 的 稳定 性 问题 ， 指 出 具有 三 次 非 线性 项 是 不 稳定 
的 ,而 具有 五 次 非 线性 项 则 是 稳定 的 ， 在 [141,[151 中 研究 并 
论述 了 等 离子 体 多 维 孤 立 子 的 存在 和 场 塌 问 题 。 从 目前 研究 
工作 的 状况 来 看 , 考 虚 多 维 弧 立 子 的 存在 性 问题 ,大 量 的 文章 
致力 于 充分 对 称 的 恒 稳 解 的 研究 ， 使 得 问题 在 数学 上 是 一 维 
的 , 即 考察 球 对 称 或 柱 对 称 模型 ， 至 于 "多维 ”孤立 子 的 动力 
学 问题 , 即 对 形成 相互 作用 过 程 的 考察 ,利用 计算 机 进行 数值 
计算 则 处 于 突出 地 位 。 从 这 方面 来 看 , 它 促进 了 计算 数学 对 
于 一 类 新 型 的 进化 方程 方程 组 计算 方法 的 发 展 。 这 一 章 主 
要 介绍 几 种 比较 重要 的 非 线性 进化 方程 多 维 孤 立 子 存在 的 主 
机 结果 ,并 对 它们 的 稳定 性 和 南 塌 作 些 简要 的 介绍 和 评论， 


第 二 市 ”多 维 珀 立 子 的 存在 问题 


我 们 定义 孤立 波 作为 波动 方程 的 一 个 解 , 当 :一 co PFE 
的 最 大 振幅 sup le(s, D] 不 趋 于 零 , 但 对 每 个 1 ш |а) 一 


co 时 它 趋 于 零 , 从 物理 上 来 看 ,一 些 物理 量 如 电荷 、 能 量 等 在 
一 切 时 间 中 集中 于 空间 的 有 限 区 域 ( 即 非 弥 散 )， 孤 立 补 一般 
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具有 两 种 特殊 的 形式 《1) 行 波 , Фф == x 一 c), Ж с ж 
常数 向 量 ; (2) EE p = ехр(їюг)ибх), ТЩ o 为 实数 ， 
i 一 /— 1. 通常 指 的 孤立 波 是 行 玻 (1), 但 在 最 近 几 年 对 于 
具有 振 功 因子 的 驻 波 《2) EHRAM E., Pinzi 非 线 性 
Schrödinger 方程 具有 振 落 因子 的 行 波 解 ,已 被 称 为 包 结 孤 立 
波 。 在 某 些 文献 中 ,有 时 把 MLE RRT IMT”, AE 
确 地 说 ,孤立 子 应 理解 为 具有 某 种 “安全 系数 ”的 弧 立 波 , 即 这 
种 弧 立 访 在 相互 作用 中 ， 它 的 振幅 和 形状 不 变 或 内 有 微弱 的 
变化 。 下 面 我 们 就 几 种 比较 重要 的 非 钱 性 波动 方程 、 方 程 组 
的 孤立 波 、 孤 立 子 的 存在 闯 题 分 别 进行 讨论 ， 
(I》 非 线性 Klein-Gordon 方程 ( 实 的 NLKG HE) 

Pu — Ap tmp + f(9) = 0 (2.1) 
Бф, х = (xs r''a z )6€ R”, AX Laplace AHF, m > 0, 
我 们 设 /(00)= 0, Спе) = ir)", iue FRA EO NN 
(2), 则 方程 (2.1) 可 归结 为 

— Au + (m° — w')u + f(u) = 0 (2.2) 
我 们 将 证 明 , 当 Ки) 满足 某 些 增长 条 件 ，|ol < m, 则 (2.2) 
具有 在 |x| о 处 指数 趋 于 零 的 非 平凡 解 。 若 (2.1) 存 在 行 
WEG), WA 


一 > aii би + mu + и) = 0 (2.3) 


{[=1 Әх; х; 
其 中 ai = 89; + ссі. e| m 1, (ан) SEER. 3E 
XE, 2j «565 = ПЕ — Ce 2 0 — GEI, x— 
HE) š = (Eis Баз `" "5 E, ) € к" BG ML. 通过 一 些 旋转 等 变换 ， 
《2.3) 以 及 (2.2) 均 可 简化 为 以 下 方程 
— Au + F(u) = 0, хе К" (2.4) 
Жү, F(u) == j(u) + (cons)s, 我 们 恒 设 FO) 一 0， 它 意 
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味 着 方程 (2.4) 永 远 具 有 平凡 解 & 一 0, 设 F 为 实 的 连续 函数 ， 
令 G 一 F，G(0) 一 0， 我 们 客 易 得 到 方程 (2.4) 有 解 的 一 些 
定理 1 如 s(z, 1) 为 《2.4) 的 解 , 且 当 |x| 一 со 时 赵 
TEQUE 0 
(s — 2) | va = — (n — 2) | ави) 
ЕНЕР = | G(u)dx (2.5) 


因此 ,加 sF(s) 或 G(s)(n = 1) B HG) = (n — 25 FG) 一 
2пС (+), 或 —H(s) 为 正 (+ == D), ni (2.4) 仅 有 一 平凡 解 。 
对 于 尾 何 非 平 凡 解 ,能 量 是 正 的 : 


Е(гу = | h Iva? — 20] d 


= | |vul'ds > 0 


п 


证 我 们 证 明 等 式 (2.5) 成 立 。 ая киин, 
我 们 有 
— (Au)u = V(Vu * 1) + |vu|? 


TRE u EDI QA E x 积分 ,并 且 设 w 和 它 的 导数 当 |х| — со 
时 趋 于 零 , 我 们 得 到 


| [|Vs |? + Reg Е(и)]йх = 0 
男 一 方面 ，+ 5 一 Xs, 及 恒等式 
一 Re ищ == Re СЭ? 
1 2 РЕ cet ME 
+ (а?) + (1— iur, 
Re F(u)x;u; == (x;jG(u)); = пС (и) 
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| [(л — 2)| Va|? + 2nG(u)]dx = 0 
由 此 即 得 (2.5)， 令 L = 一 ха, —— 十 ao 其 中 常数 矩阵 
ай ЖЕЕ, а, 为 正常 数 。 设 ROF FCs) 为 实 连续 函数 ， 
s€ [0, оо), G (s), G(s) 分 别 汐 Е,, F, 的 不 定 积 分 。 ER 


设 满足 以 下 条 件 : 
Е,(5) > 0, F) > 0, > 0 (2.6) 
当 s— 0 Bf FCG) = ОС), Е.) =o (2.7) 
Fi(s) = о(ғ + Е,(5)), s — oo (2.8) 
Fi(s) = Os + G,()/5), ғ оо (2.9) 


Жор, = 二， 且 п => 3, 
7 一 


定理 2 设 满足 条 件 (2.6),(2.7),(2.8), (2,9)， 则 存在 
¿ > 0 和 
Lu + F(x) = АЕ, (и) (2.10) 


的 解 uc H', ВЗЕТО; 24 |z] 一 co 时, * 指数 衰减 于 零 ， 
E | G (u (z))dx < oo, 


附注 X n=1 或 2 一 2 时 定理 2 仍然 正确 ,此 时 可 在 
更 弱 的 条 件 下 成 立 ， 以 下 我 们 举 几 个 例子 说 明 如 何 利用 定理 
1、 定 理 2 的 结果 ， 

例 1 —Au--u—]|s|* a = 0, x€ R”, n> 3,42 1, 


应 用 定理 1， 
s) = y — |#| 2": E cm 
F(s) Ils gas 2 


€ ос = 271 — (q + 1) 1, 04 


Cz) FG) — GG) = —2 + (1 ат) |9, 
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其 系数 为 同 号 时 , 即 a<n, 或 9 之 十， 不 存在 非 平凡 
解 ， 故 设 1 < 9 < “一 。 任 何 解 部 必须 满足 恒等式 (25), 
即 有 

{аз 2) | 人 | lu |24х 


acm 3 jul *'dx 


ЖЕ. F,)-—0, FG) == |‹|47;, L= — A + I, А = 1, Д] 
由 定理 2 可 知 非 负 解 是 存在 的 . 

例 2 —Ax + (m° — uju + |н] u — Aul = 0, 
Иш, z€ R^, m — w 70, B. p, q 为 互 不 相同 的 大 于 1 
的 数 。 我们 分 四 种 情况 讨论 ， 

情况 & 1 < 4 << max (P, e + 2). 
4 一 0， 存在 非 平凡 解 . 注意 到 


1 4 1 
С ш PE: 2 __ ; 2 Pri 
(ғ) s (m° 一 w^)s FEL 


定理 2 断言 ;对 某 个 


5 |” 
4+1 


为 下 有 界 ,存在 ly, 49234 42 1, 时 G(s) 为 非 负 的 , К 
定理 1 仅 有 平凡 解 。 由 定理 1 可 知 , 如 果 非 平凡 解 存 在 ,其 能 
量 积 分 必须 是 正 的 ,此 时 有 能 量 密度 


>. lp |? + ч Ivol? + Glg) 


= Е I Vul! нн + G(u) 


如 w > 0, E 24827 А, ШЖ БШЕК ЖЕН. EH, 
H n = 3, p== 5, q = 3 时 已 计算 了 这 些 解 ,并 得 到 了 令 人 
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关注 的 结果 : 当 能 量 密度 为 正 时 ， 正 解 关 于 初始 条 件 的 扰动 
是 稳定 的 。 在 上 述 P.4,n 的 选取 下 , 且 取 m а = 1, 
不 等 式 


Mw (20) (+ 2) < = (2:) + 5 (i 22] 


=24 4 2 д6 


8 


G(s) = + “+> 
2 6 4 6 32 


可 得 À, == (4.3) š, 


情况 B: p< 4 天 2 二 5。 应 用 定理 2, 我 们 可 证 对 每 个 
5 > 0， 存 在 非 平凡 解 的 无 穷 序 列 . 
IHE С: p< (n + 2)|(n—2)<q, Ф 7 — 2" + 


(q + 1), 8! — 27 + (p + 1)”, M| a S n =< B, В 
“二 2 ,F(:)— nGC) | 


(рини 
由 定理 1, 存在 非 平凡 解 , 
情况 D: (n--2)/(n 一 2) < P < 4, 这 种 情况 我 们 不 
知道 是 否 存 在 非 平 凡 解 . 
附注 ”对 于 方程 Au 十 Р(и) = 0 非 平凡 解 的 存在 性 ， 
实质 上 要 求 F'(0)20, 事实 上 , 设 ~a = F'(0) 一 0， 令 
С) = ЕС) / о, 设 u(x) 为 一 韭 平凡 解 且 在 无 穷 远 处 很 小 ， 
令 qla) = f(u(x)). 此 时 方程 可 改写 为 一 Au + qu = au, 
设 w(x) 为 在 无 穷 远 处 充分 小 ,使 得 9(x) = 0|]x| 7. ДЖИП 
易 知 算 子 一 A + 4 没有 正 的 特征 值 , 故 得 矛盾 ,于 是 
F'(0)z0 
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我 们 现 考虑 轴 对 称 问题 的 解 ， 轴 向 解 w(r) 对 了 一 
|х| 6 0， 它 是 连续 的 , 且 满 足 方程 | 


п — 1 


u, 十 =н, — F(u) = 0, 0 < r < оо 
r 


Kuh, Flu) = и + F (a) 一 4F,(w). 于 是 
r^ (77), = up + (Cn — 1)/ r)u, 
是 连续 的 ,因此 s€ c, зе 0, $ 
ie P. = 1 + F0) + PCr) 


由 (2.6),(2.7) 可 知 p(r)— 0, r— co, 因此 对 充分 大 的 ” 
有 (r) 2 7. 置 v 二 ru, CREE 


„-— |е) + 00600) 


р = () 


(i 2 = y. 十 Lo 十 oue Е 


于 是 对 充分 大 的 r, w — v^ 满足 不 等 式 wow. 从 这 不 
等 式 推出 w 和 w 为 指数 衰减 . 

事实 上 ,对 大 的 +， 可 推出 0 = z (o, + ш) 为 非 减 的 ， 
如 果 08 对 大 的 + RFE MA (е), = eQ < 0, AiE 
出 w= O(e)(r — оо), du Q Z 28 > 0, W w + w 在 
靠近 无 穷 远 处 必然 不 可 积 , 但 因 we H', RESTE v^, w, m, 
和 o, SEKH & < r < co 上 可 积 ,这 就 得 到 了 矛盾 ,从 向 
证 明了 解 的 指数 衰减 

关于 轴 向 解 和 一 类 定 解 问题 的 解 有 如 下 关系 : 

定理 3 设 工 一 【一 A， Е, = 0, Е, Ж, 6 
8 

G) sF,G) > 0, +> 0 
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(1) FA(s) = O(]:]"”), |]->со, R. 
p< (п + 2)|(n — 2) = 1 

(ш) F, EHAR, Н F,(0) = 0 
则 对 任何 v > 0， 存 在 Lu = АЕ, (и) 的 无 穷 对 轴 向 解 , C24, 
+u,), k=0,1,2, *, H 

(Lu,, u |) = Y 

定理 4 设 F 为 实 连 续 函 数 , 且 满 足 

(i) F(s)/; — — 00,5 > +c 

(ü) sF(s) > aG(s), a>2 

《证 ) FCs) = ols), s— 0 

(iv) F;G) = O(|:|P), Is] — со, p< (n + 2)/(n 一 
2)—1 
则 方程 Lut Fla) = 0 至 少 具有 一 个 非 平 凡 解 。 如 果 下 是 
奇 通 数 , 则 存在 无 穷 对 相 异 的 解 аА 0,1,2,.-.), 
д. 7 
7 


例 1 — Au u — [s| 0, 14 « 77 


定理 3, ЕЗШ 4 ЕШ ИН C BOE ш, ttes 
£2 — Au + u+ |u |" — A |u| 414 == 0, l < p < 


qt 对 任何 4 > 0， 可 应 用 定理 4, 推出 至 少 具 有 一 


sy 对 于 大 的 P, 9， 辐 题 仍 未 解决 。 
П 多 维 非 线性 Langmuir 波 
‚ 8E 
Bt 


由 


(2.11) 


e | | 
э = V'in (EDI 


其 中 ， {=/—1, E 一 (Eis Ers t*a Ey) 为 高 频 电 场 复 的 
振幅 ， = 为 离子 密度 关于 它 的 常数 平衡 态 的 低频 扰动 ，2 为 
|E|' 的 给 定 函 数 。 当 СПЕ?) = [Ер Bf, (2.11) 即 为 
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Захаров 方程 组 ; 当 (LET) = (1 — ехр(—|Е|')) 时 ， 
其 中 x 为 正常 数 , 则 对 应 于 离子 密度 的 饱和 态 。 设 上 为 R" 上 
的 单位 向 量 , "为 行 波 速度 ,我 们 寻求 (2.11) 如 下 的 行 波 解 
E(x,1) = h(k -x — vt), n(x, 1) = s (R ж — v1) (2.12) 
其 中 , h 和 :分 别 为 待 求 向 量 函数 和 待 求 函数 ， 设 | 站 人 5) |。 
GO] НЯ, н ¿= R. x— w, Hik 
AC, SCE) CIE] — оо), 


将 (2.12) 代 大 (2.11) 得 到 天 一 TEM hn) 和。 满足 的 方程 


ah 
— jp hi 十 ^s a — s(E)ACE) (2.13) 
Ф; š 
一 dp = SOM ) (2.14) 


将 方程 (2.14) 积 分 得 
(02 — 1) = gCIACD |) + 25 + a (245) 


Hp, ё 8063099 3A. ik 071, 从 (ë) 的 有 界 性 要 
Ж, 2 = 0, (2.15) Н (E) ЖА. (2.13), 可 得 满足 有 的 


复方 各 
— r 1) СПАСЕ) |?) + clh (2.15) 


为 方便 起 见 , 将 (2.15 ) 写 成 极 坐 标 形 式 。 令 
A (6) == AjCE)exp[i0(5)1, j= 1,2, 4, № 


则 有 
dai AB) Le — 8/0] 
== (22 — 174: DC Ee] — (2.16) 
S8 LZ (y 20:06) LEER / ` OO 
dE? rj dE =? , 
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Ki, 4m (41,4, +56, 40), 140 1А, 0; = 21, 


dš 
(2.17) 积 分 可 得 
0 (£) = (v — uj Ar2(F))/2 
pj Aj(0)(» —28;,(0)) , (2.18) 
将 (2.18) 代 人 (2.16) 得 到 满足 4; 的 微分 方程 组 
del Кт, с, A) Aj jl, 2, еМ ` (2.19) 
其 中 
Са, c, A) = (Ari — v/4 
T! —1)"[gCI AD + г] (2.20) 
(2.19) 可 写成 如 下 形式 
PAi | OU . T 
p 04; y Ї 1,2 N (2.21) 
其 中 


U(A, n, c) = U(lIAIP, e) — 2 m/sA} (2.22) 


IF IL 


zU (IA, = (^ каа) + ridn (223) 
K = (2 — 1) 1, Y = (P —1)"c — eA (2.24) 
日 R = (ш, [ЛАШЫ им). (2.21) 的 首次 积分 为 
(AC), AEJ) = AEP — 20,0 AG), e) 


N 


— 21 udi G^ = c, (2.25) 


Xx, tA CO — 27 [242 I, в 
j= Е 
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e, ЇА'С0)[# — 20,0ACOP, с) 一 2) [s — 28;,(0)] 
| (2.26) 
显然 ,如 对 某 个 j, up 90, НҢ <, 为 有 限 的 , 则 当 
LACE) — 0, ПАСЕ)» 0 
时 , (ACG), AE) => 一 oo， 因此 不 存在 (2.21) 或 (2.16) 的 
MERE ПАСЕ) 0, LAE — 008 — со), 当 
az 一 0 时 ,我 们 有 
8,(£) 一 6,(0) + ; 6 j-1,2,-,N (2.27) 


此 时 (2.21) 为 


= У i= 1,2, 8, N (2.28) 
1 


(2.28) 的 平衡 点 为 《4., 0) € Юн, 使 得 A, 为 U, 的 定常 点 
或 方程 K0, с, A)A = 0。 显 然 А, 包括 4 一 0 和 4 满足 
gCIAIP) = v? — 1)/4c, 对 于 (2.28), 令 uC5) = ACD, 
直接 计算 可 得 

= 2{А'(Е)| + 2ACE) 


DA a IJAE) + 24е, н) (2.29) 


JE 
其 中 ， C, А T oc: Ko, Ca A). 对 于 固定 的 c, 和 k= 0, 
(2.29) 为 
Фи 


| A = Кс, и) + а + 200и, e)] = Rus с, а) 


(2.30) 

初始 条 件 为 
u(0) = (ACO), (0) = 2А(0) · А'(0) (2.31) 
|А'(0)[ = с, + 20,0| АСО), c) 20 (2.32) 
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《2.30) 的 首次 积分 为 
Lv CE) = COT + |” орСя, e, сд 
= Q(u, c, су, и'(0)) (2.33) 


其 中 ，w = 和 5 方程 (233) 仅 当 它 的 右 端 为 非 负 时 ， 才 是 正 


WEI. ACP 的 隐 式 表示 能 由 (2.33) 的 积分 得 到 
oe O(n, ©» Cis u'(0)) han -—r (2.34) 

我 们 现在 就 方程 (2.28) 具 有 lAl — oE] — co) 的 解 的 
存在 性 进行 讨论 ， 

定理 5 如 Egl) + y > 0, Vu > 0 (2.35) 
则 不 存在 (2.,28) 的 解 ,使 得 

LACO 2 0, [|.А(Е)У| 05| — со) 
证 条 件 (2.35) 等 价 于 7(e sw) 220, и 2 0, (2.29) 


有 E: 20,50 ПАСЕ) 对 应 于 (2.28) 的 任何 解 ) 29 E 89 


凸 函数 .因此 不 可 能 有 40) > 0, ВЛАС)» dEl 一 
oo JAIRE, | 

定理 6 车 满足 以 下 条 件 : 

(i) (e — 1) > 4с, р? «1 

Gi) g(s) 为 严格 单调 增加 函数 , 8&(0) = 0, 且 存 在 正 数 
u, < co, 使 得 


[aem = Loo — 1)/4— clu (2.36) 


КО > [02002 — 1)/4 — clus Vu > u, (2.37) 


则 (2.28) 具 有 一 个 解 , A(5) 2 0, VE€ R, RA IAC) > 0, 
1 А'(0) = 0, 便 得 ACE) ]] — 0, ПАСЕ) ОСЕ оо), 
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对 于 方程 《2.28)， 要 求 它 的 寞 为 点 的 周期 函数 的 解 
ACE) ,我 们 有 
定理 7 设 定理 6 条 件 满 足 , 且 存在 实数 у. > 0, 满足 
Кеб) + Y = 0, 或 g(r2) = oo — 1)/4 — с(2.38) 
则 存在 (2.28) 的 解 ACE), ACI 29 £ BJ SHE PR C, 
定理 8 设 以 下 条 件 满 足 
(1) e(a) DREPA, В g(0) = 0 
(ú) e —1)«4c, 022 1 
(ii) 初始 条 件 ACO), А' (0) 满足 IAC) > 0 
e, = [|A'C0)]P — 2U.CILACOOIP, с) 20 
则 存在 (2.28) 的 解 ACE), [ACD] 一定 不 是 专 的 周期 函数 。 
(II) 三 维 FDS 非 线性 波动 方程 
Оф 十 exp 一 0 (2.39) 


Ох + Х| Ф|? + 2.000 1) — 0 (2.40) 


其 中 , П= 0л, aa 0. 0. 对 于 复 场 ， 


дг Əri 90 Өх 
考虑 如 下 具 振 水 因子 的 行 波 解 
p(r, 2) = rsen (241) 
5.2.39), (2.40518 
Vp — ab + wb = 0 (2.42) 


VX — оф 一 5 (入 一 1)X 一 0 (243) 
电荷 9 = o | oes, 系统 的 能 量 E= | saX， 其 中 
в — + (VX) + (УФ) + — (о! + а) ә 
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N 
ч, = u iw) 一 bJ Ж] сів 

TI 

баш, zi [— Ail T Clu, T kil.) 十 f] e” 
(i= 1,2, -* N) 
代入 (2.47) 可 得 
N N 
of — i D, faci + 24У kife 


і= 1 ї = 1 
= У + VJ+ = 
im] 


取 cj 一 2k, HARRA 
Vit(o— DI у —0 лә) 


特别 对 于 球 对 称 有 
1 a n=1 Г 
p" др G др ) 


+ (2 > H)f-«GO o (250) 


当 r=], a= Ki — 1р, 我 们 得 到 一 维 非 线性 Schrödinger 77 
程 的 孤立 子 解 , 它 是 稳定 的 。 对 于 n> 1 的 孤立 波 解 ， 则 是 
不 稳定 的 . 
(V) 在 低压 磁化 等 离子 体 中 , 三 维 离子 声波 方程 为 
= + фул V = 0 


2y + (V: V)V = — evo[M + (М, и] (251) 


Аф == — 4хе(п — n )exp(egp/ T.) 
化 简 为 无 量 岗 形式 
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ди + = — -Aut 4 u)u = 0 (2.52) 
Br 


uh, co — opt, >: 4 u = u(E, — Ar) 得 


Agtt — (2 — u)u = 0 (2.53) 
当 1 一 局 >>0 时 , 它 上 共有 当 |51 — оо 时 指数 衰减 的 解 。 最 
简单 的 为 球 对 称 情况 / 


上 2.54 
i; (auu (254) 


(2.54) 的 解 是 存在 的 ,为 三 维 孤 立 子 解 , 它 是 稳定 的 ， 通 过 数 
值 计 算 , 可 得 图 形 如 图 6-1, 


图 6-1 
(VI) ZHE Since-Gordon 方程 
Prs 一 Prr — Фи = sing (2.55) 


在 [9] 中 考 虚 它 的 三 个 孤立 子 解 。(2.55 ) 的 形式 解 
р(х, y, 1) == бап! [g(r, y, Oe, y, 121 
其 中 
f = 1+ a(l,2)emtm + a(1, 3)ет+ + a(2,3)ewtm 
g = e* + e" + e + a(1,2)a(1,3)a(2,3)ewtw tm 
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n = Pix 一 Он — з Ор ARRO 
P4 — Qi =1,i=1,2,3 
EL 
P q Qi 
Р. 9, 9, = Ü 
|P; E 2, 
(VID 复 非 线性 场 方 程 
up 
Әг 
设 Ф = q(r)e", 其 中 o(r) 为 实 的 , 且 为 球 对 称 的 ， 
则 (2.56) 为 


3 a 
dr? r dr с 


ар 
dr 


уф c? = pg — plp Pp (2.56) 


= 0, ф — 0, г — OO (2.58) 


Fa) 


. Wk А — fl с > 0, {ЕЗЙ 


rom РОК we, p = epl — w/c) 
H) o' 满足 方程 
Pe r ооп 
dr" r dr' 


可 以 证 明 (2.56) 的 解 Ф = q(r)e'" 对 于 小 扰动 是 不 稳定 的 ， 
第 三 节 “多维 孤 立 子 的 稳定 性 和 雪 塌 


在 等 离子 体 物理 和 各 种 场 柳 型 中 ， 对 于 扳 立 子 的 最 重要 
和 最 自然 的 要 求 之 一 是 它 必须 是 稳定 的 ， 风 从“ 过程” 的 观点 
来 看 ,孤立 子 必须 具有 充分 长 的 寿命 ， 换 言 之 ,孤立 子 寿命 必 
须 比 弧 立 于 相互 作用 特征 时 间 长 得 多 。 这 方面 的 稳定 性 依 扰 
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动 方 向 有 “纵向 * 稳 定性 和 "横向 * 稳 定性 。 从 稳定 性 的 分 析 和 
处 理 上 , 有 线性 稳定 性 和 非 线 性 稳定 性 两 种 。 非 线性 稳定 性 
一 般 指 依 某 种 还 函 的 稳定 性 。 物 理 上 通常 考虑 的 这 种 稳定 性 
意味 看 依 系统 的 能 量 取 极 小 ， 在 多 维 情况 下 ， 很 多 的 孤立 波 
是 不 稳定 的 . 

1. 我 们 首先 从 最 简单 情况 开始 ， 一 个 实 的 (不 荷 电 的 ) 标 
量 场 ,由 如 下 非 线 性 波动 方程 

ë: 


Оф + Е'(ф) = 0 (Dez -v. 
Р dF 
F'(p) = 2) (3.1) 
所 描述 。 恒 稳 场 的 哈密 顿 量 为 
Е | Е (Voy + Е(ф)| 4:= K--V (32) 


经 过 定 标 变换 ,一 р(ах), Ж 


Е[ф„] = a^?K + а" (3.3) 
ФЕ — 0, ИЕ (3.4) 
da |a=: n 
ФЕ| maa (3.5) 
da? lami 


E1(3.4),(3.5) 9] 82], п= 1 给 出 了 互 的 极 小 值 , 为 稳定 的 ; 
n> 2 给 出 ELq] 的 极 大 值 ,是 不 稳定 的 ; # = 2， 则 给 出 一 
^A. 
2. 若 葡 电场 存在 《8 = 0)， 则 上 述 情况 发 生 质变 。 如 
对 二 三维 FDS 非 线 狂 波动 方程 (2.39),(2.40), 当 
4 x 


k E] 


可 以 证 有 明 Ewis < О» (对 应 于 自由 介子 解 ), 它 的 孤立 子 解 是 
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绝对 稳定 的 . 
3. p 非 线 性 波动 方程 
LOE — pp — pelply alelo (3.6) 


Vi — + 
2 8p 
其 中 2 为 实 的 ,通常 为 正 的。 考虑 它 的 球 对 称 解 ,(3.6) 为 


2 dy 
dr" Tr dr' nid dii d д 


其 中 ， 
y ap ur), m je ma), 
В = AR (1 — o”) / ш (3.8) 
用 一 阶 扰动 理论 和 直接 扰动 方法 均 可 证 明 (3.6) 便 稳 解 的 存 
ТЕЁ. 
4. (ЕКЕ ж ЖШ BS E РАУ E (2.53), "E 
的 能 量 为 


в-ро] 
利用 Holder 不 等 式 | 
PEE 
和 | д: 的 插值 不 每 式 
| u'dx = 4 (| 22! (| КАЛЕ» j (3.9) 
可 得 | 
es fetta d (on (e) 


1 
NN 8) 
由 此 推出 泛 浮 : 辟 有 下 界 , 因 而 三 维 球 对 称 弧 立 子 解 达到 绝对 
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— MÀ er r Ae. уь, 


极 小 , 故 为 稳定 。 

5. Langmuir W ВЈ 

和 球形 冲击 波 聚 心 效应 的 力学 现象 相 类 似 , 在 Langmuir 
Жїн 的 耗 散 机 制 中 ,出 现 了 类 局 现 象 一 一 光度 能 量 在 频谱 的 
长 波 区 域 上 的 看 聚 。 这 种 紊 结 表明 多 维 Langmuir MTR 
不 稳定 性 。 

例 1 在 mw 近似 中 СІМ 由 方程 

Vio, + Vp) — div | V p|? p) = 0 (3.10) 

所 描述 ,其 中 , p ЖЫЙЫР, EXER OL. WU (3.10) 
为 


š п — 1 
ip, + Ур — ` 


1+ lelp=0 (311) 
Hh, p= — Ve, H ф(0) = 0, (3.10), GIDS IRA 
守恒 量 ‚ 
s= | ушр, a= и — + volt] ər 
| (3.12) 
; == | | ф| 27247 
„= P [Co lpi Те ar (3113) 
考虑 (3.11) 的 拟 平面 孤立 子 向 原点 加 速 运动 ( 见 图 6-2). 


|l? 
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& р = бур 一 | 1ePrar， 由 (3411) 可 得 


d:D 
de 


= 65 — 2 | I(rg2,l?dr 
ù 


-— 4 NULL < бз, 
ü 


设 5 之 0， 上 式 对 上 积分 后 有 
D = 3,0? + сі + е, 


RN PG, 则 初 值 问题 的 局 部 解 引 
fi 
起 奇异 性 ， 若 ¿> 0， 对 小 的 上 波 包 弥散 ;相反 ci 二 0, RU 


导致 收编， 


例 2 方程 组 
div (— 2iV4, — VV) + vo) = 0 (3.14) 
e 1 жаз X7 z Ё 

(S w) у2(1%ф |2) (3.15) 

引进 低频 势 Н» 
и, == Ф + |p = Ф + | vo]: (3.16) 
Vu = Ф, (3.17) 
V (iq, + Vp) = div (Фф) (3.18) 

21% 


„= | (Vpl + Ф\уф\* + = p: 
+ 4 Gy | d (3.19) 


Vs < 0, 对 于 方程 组 (3.16) (3.17),(3.18), {ЕРИ E RER IE DG 
下 ,我 们 可 求 得 自 型 变换 .在 准 静 态 极限 下 , 它 化 为 (3.10); 
在 超声 极限 下 ,(3.16) 右 端 可 忽略 由 .在 第 一 种 情形 下 尿 3.10) 
的 自 型 变换 为 
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Ф = expl — ig inln — 2) С), E= —À— 


ly — ! 


(3.20) 
I(E) 满足 方程 
V? (— u: X + PE C VX + vx) + div СУХ PTX) = 0 
(3.21) 


Zakharov 在 [15] 中 在 |E| > “的 区 域 得 到 (3.18) 的 一 个 球 
对 称 解 ,其 中 ,满足 方程 
Ё VX = 2 K 
故 有 
X == |£| ty, 
从 (3.17) 得 
s (z) = s (0)/ 6 = 
在 超声 极限 下 ， 作 变换 ip, > — wap, (3.16), (5.17), 
(3.18)48 
VA(-- (OX + VX) — 4у(Фух)=0 (322) 


Ф, = VIvx? (3.23) 
这 方程 组 允许 如 下 变换 
à 3 (E 
ит) = "s ‚ X = xD 
i C i 
- DCE) 
d С 
Fr) (3.24) 


Ер, ”为 空间 的 维 数 。(3.247) 的 解 有 如 下 性 质 ， 
G) (3.24) 导致 ғ, = 0, 


(ii) ка 。 С „ lin: 


Ф,, r’ Ы 


(їн) | ФСО, DF = 1vx(0, DI? = С) = 0, 
(4 — ғ) 


Gv) |Ф(0, 2| = pla — 0), 
从 (3.24) 得 出 ,对 于 平面 孤立 子 , 当 1->4 时 ， УФ 一 oo ,对 于 


#8 VB/@,, -> const, 最 后 在 三 维 情形 Plo 0, 
若 在 三 维 空间 (r ,= 坐标 中 ) 初 始 选择 


po N/ w sin, w 2> Ü | 
р = Ҹ?ф== 2 (3.25) 
0, ш =< Ü 
1 
ыш | — — 2 十 g? 
7 P. д z2) 
对 于 方程 组 (3.16),(3.17),(3.18), 我 们 也 给 出 
Ф(т„г,0)== — 1% |2, Ф,( ғ, 2,0) = 0 
ы рте D.D 
| z == 0.17 
图 6-3 
£20.40 10.50 


《3.25) 描 述 1 = 0 时 沿 x 轴 指 向 的 一 个 偶 极 子 型 电荷 。 
计算 结果 表明 了 某 些 时 间 的 拥 塌 行 为 ， 事 实 上 它 为 自 型 
变换 (3.24) 很 好 地 描述 。 见 图 6-3, 图 6-4 所 示 ， 
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第 七 章 ” 某 些 非 线性 进化 方程 的 
数值 计算 方法 


9—35 5|] B 


随 着 孤立 子 问题 研究 的 深 人 开展， 一 大 批 具 有 孤立 子 解 
的 非 线性 进化 方程 (一 般 它 都 共有 色散 项 ) 的 数值 计算 方法 也 
应 运 而 生 , 并 得 到 了 莲 勃 的 发 展 ， 实 际 上 ,在 孤立 子 问题 开始 
取得 引 人 和 人 注目 结果 的 时 候 ， 有 关 非 线性 方程 的 数值 计算 结果 
已 起 了 很 重要 的 作用 ,例如 ,对 于 Кау 方程 ,虽然 在 1895 年 
已 由 Korteweg de Vries 对 孤立 玻 作 了 解析 处 理 ,但 对 它 的 非 线 
性 现象 的 丰富 内 容 却 一 无 所 知 , 直到 1965 年 Zabusky Kruskal 
通过 对 调和 晶 格 模型 得 到 的 Кау 方程 的 数值 计算 , ЖЖ ТД 
立 子 相互 作用 后 波形 保持 不 变 的 这 种 极 大 稳定 性 之 后 ， 人 们 
才 对 弧 立 子 产生 很 大 的 兴趣 和 重视 . 其 他 如 FPU 问题 的 计算 
以 及 Perring 和 Syryme 对 Sine-Gordon 方程 二 个 孤立 子 解 
《Kink》 的 计算 ,都 为 物理 上 分 析 孤 立 子 的 存在 性 提供 了 重要 
依据 。 随 着 孤立 子 问题 研究 的 深入 和 复杂 化 ， 特 别 是 对 于 多 
个 孤立 子 、 拟 弧 立 子 的 相互 作用 ,以 及 多 维 孤 立 子 的 存在 和 相 
万 作用 这 些 问题 定性 \ 定 量 的 研究 ,数值 计算 发 迫 傅 来 愈 重要 
的 作用 。 可 以 毫 不 奎 张 地 说 ， 对 于 油光 和 等 离子 体 物理 中 的 
孤立 子 问题 ,数值 计算 已 成 为 考察 它 的 稳定 性 的 主要 工具 . 

对 于 这 类 具有 孤立 子 解 的 非 线性 进化 方程 的 数值 计算 ， 
一 般 要 求 它 计算 是 稳定 的 ， 能 适应 孤立 子 解 变化 梯度 大 以 及 
计算 格式 较 好 地 满足 守恒 律 的 特点 ， 通 常用 的 数值 方法 有 两 
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种 ,一 种 是 有 限 差 分 靶 , 另 一 种 是 函数 迫近 革 ， 即 有 限 元 东 和 
配置 法 , 
现 我 们 考虑 一 般 的 进化 方程 

и, == (и) (1.1) 
这 里 (и) 为 一 般 的 非 线 性 微分 算 子 。， 对 于 有 限 差分 法 , 我 
们 用 差分 算 子 Lun) 通 近 L(u), Жип, un == u(xm („), 
x» mh, „== nk, RIRE Р] ЖАНУ ЖЕ BY IV m S EH F l 
几 种 方式 : 


un ио == КГ. (иа) (1.2) 
um uy == KL, (ur) (1.3) 
и! — ums = IAL n) (1.4) 


我 们 知道 ,(1.2) 为 简单 显 式 格式 ,(1.3) 为 简单 隐 式 格式 ， 
(1.4) 为 “leapfrog” 格 式 。， 更 为 复杂 而 重要 的 格式 还 有 两 种 ， 
一 种 是 Crank-Nicholson 格式 , 它 为 (1.2),，(1.3) 之 和 ,而 另 一 
# 5 (Hopscotch 格式 ), 当 于 十 严 为 奇数 时 它 用 《1.2) 
格式 计算 ,而 当 二 十 严 为 偶数 时 , 它 用 (1.3) 格 式 计算 , 这 样 联 


图 7-1 


并 计算 的 结果 变 成 显 式 ,如 图 7-1 所 示 ， 为 使 (1.3) 变 成 显 式 ， 
Ls(um)》 的 非 线 性 部 分 必须 采用 按 空间 的 平均 
1 Р 
ae (unai + 09) 
所 有 这 些 方法 都 必须 满足 稳定 性 的 条 件 ， 否 则 计算 无 法 
进行 下 去 .对 于 线性 方程 来 说 , Crank-Nicholson 格式 可 能 是 最 


有 效 的 ,但 对 非 线性 方程 , 因 在 每 一 步 都 竖 解 大 量 的 非 线 性 联 
立方 程 组 , 则 是 费事 的 。 众所周知 , leapfrog 格式 (1.4) 对 于 线 
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性 热传导 方程 是 不 稳定 的 ,但 对 二 阶 双 曲 型 方程 , 则 是 很 适用 
的 方法 ,至 于 Hopscotch 格式 是 很 简单 的 , 快 的 和 稳定 的 ,但 对 
抛物 型 方程 时 间 步 长 必须 受 限制 心 А? 以 保证 合理 的 精度 . 

KRED E MARN, CELULA RETZE 
似 解 逼近 精确 解 n(x ,1) 


u(x 0) = | (x4) = У) (Oo, Са) (1.5) 


这 里 p (x) 2J3B ЭВ ЇН] BS ЖЕРИ, fm e ye BUD 29 РА, 
则 导致 有 限 季 氏 变 换 或 拟 谱 方法 ,分 片 多 项 式 用 局 部 基 ，, 我 们 
就 得 到 有 限 元 方法 , 设 qu 满足 边界 条 件 , 令 


N 
i=j 


要 求 剩 祭 r(x, 0) 依 某 种 意义 很 小 ,如 要 求 
| (xag. Е РРР dU 
此 时 即 为 Galerkin 方法 ,(1.7) 导 致 一 系列 常 微分 方程 组 ， 
如 要 求 在 某 种 给 定 的 点 集 上 (如 高 斯 点 ) 严 格 满足 
r(zj, 1) 0, j=l, 2, N (1.8) 
即 得 到 配置 法 (Collocation method) 


以 下 我 们 对 某 些 特殊 的 非 线性 进化 方程 具体 讨论 它们 的 
数值 方法 和 得 到 的 计算 结果 . | 


BP Кау 方程 的 有 限 差分 法 和 
Galerkin 有 限 苑 方法 


在 [1] 中 对 如 下 形式 的 KdV 方程 的 定 解 问题 
ш + uu, + uuu = Ü (2.1) 
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ЕТЕР 


ti | = == созлх (2.2) 


| au(x + 1, 0) = u(x, t) (2.3) 
进行 了 数值 计算 ,采用 如 下 差分 格式 
aL жа дт — + А. (абы Ка + (E  — a) 


5 
u (EX) (ump 一 Diny 十 285-2, uni) 


(т = 0,1,2: -::, 2№ — 1) (2.4) 
н = cosmxa (2.5) 
Ит == Mm+2N (2.6) 


其 中 ,大 为 时 间 步 长 ,4 一 为 空间 步 长 ,xz = u(mh, nk), 


这 种 差分 格式 动量 Dus 是 守恒 的 ,能 量 之， PICO 
守恒 , 取 5 = 一 0.022， 在 这 种 情况 下 ， 初 始 时 色散 相对 于 非 线 
性 项 是 很 小 的 , 因 

{ max | 2?5,.. | / max [uns |}. = 0.004 

计算 结果 分 为 三 个 时 间 阶 女 

(i) 起 初 , 方 程 (2.1) 的 第 一 ,第 二 项 起 支配 作用 ,产生 了 
通常 的 追赶 现象 ， 此 时 解 基本 上 由 双 曲 型 方程 w + ин, == 0 
所 决定 ，& == cosz(x — ut) 

(ü) Ж # 充分 陡峭 时 ,第 三 项 变 成 重要 的 , 它 破坏 了 间断 
解 的 形成 。 这 时 ,小 的 波长 的 振动 在 左 方 发 展 起 来 ,色散 振动 
的 振幅 在 增长 ,并 最 后 形成 一 系列 单个 的 孤 工 于 ， 

(Gi) 每 个 孤立 子 以 均匀 速度 运动 ， 该 速度 正比 于 振幅 ， 
由 于 周期 性 ,二 个 或 更 多 的 孤立 子 在 空间 重 准 , 产 生 非 线性 的 
相互 作用 ， 在 短 短 的 相互 作用 之 后 ,它们 再 表现 出 不 影响 其 
大 小 和 形状 。 在 图 7-2 R, HARR’ = 0 初始 值 (2.2), 
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ШЕ В 0704 u = cos(ax — ut) 在 = 一 于 t= n= Le 


. 生 多 值 时 (2.1) 解 的 图 象 ,曲线 C 表示 :一 3.61s 时 色散 结构 充 


分 发 展 为 一 系列 孤立 子 的 图 象 。 此 时 孤立 子 的 最 大 值 位 置 形 
成 一 条 直线 ， 


图 7-2 | 
在 [2] 中 对 Gauss 初始 函数 进行 了 计算 。 即 考虑 初 值 问 


E 


vi + oor + б = 0 (一 co < x < co, t > 0) 


(2.7) 
|, = р(х) = е7" (—co < x < оо) (2.8) 
发 现 当 4<o < 7 时 形成 二 个 孤立 子 ; 当 7 < o < 1 时 ,有 三 
个 孤立 子 , 当 o s= 11 时 有 4 个 孤立 子 ， 当 cs 16 时 , 有 6 
个 孤立 子 , 而 当 c < o= V12 时 ,不 存在 孤立 子 ， 仅 有 色散 
振动 波 , 对 于 某 些 o 中 间 值 , 既 有 弧 立 子 又 有 色散 振动 ， 如 图 
7-3 所 示 。 
于 此 


oe == 60; | [Ф(4)14$ / (и edt ) , Ф(&) = e" 
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”=1.9<oc о e 
图 7-3 
с, = 4/12 
对 于 Кау 方程 的 初 值 问 题 
и, + Ени; + Hre, = Ü (2.9) 
“| 0 ане 959/95] (2.10) 


采用 (2.4) 格 式 ,计算 结果 如 图 7-4 Bro. 
(2.4) 是 三 层 格式 ,开始 一 步 可 取 为 ( 非 中 心 格式 ) 
"A = th 一 = Е n (m + wm 十 ub. iua — ha) 


1 
i 2 2 [42,4 — 2н ы + 2054 uha] 


这 种 格式 和 相应 的 方程 的 截断 误差 为 OL + А], 它 的 线 
性 稳定 条 件 为 
А (elm| + (Ar]82)) < 1, (uol < max [wl CL) 


为 了 减少 占 过 多 的 存储 有 量 , 改 用 二 层 格式 有 Hopscotch HE, 
. 207. 


图 7-4 


对 于 方程 (2.9), 它 的 差分 格式 如 下 : 
onti == ya — > + (fmt — iod 
- а (9244 — 209 + 2034 — 92-2); 

2}? 

m + п К (2.12) 
iz mu E È (ti — tD 

— kp (тз — IU 十 М! т 9*1)» 
2р 


m + п ЖЖ 
OE JE ЕЛП Fe (2.9 ) B R Wr VR 2229 


tofe (J=) 


它 的 线性 稳定 性 条 件 是 
" lelu] — Cah < 1 (2.13) 


E = а, AA H Jy ih Rp Tg it ROI UG а, (LISTE TRE HE 
比 Zabusky-Kruskal 格式 要 求 的 小 ， 
对 于 Кау 方程 采用 另 一 种 数值 方法 ， 即 用 六 数 逼近 的 
方法 。 我们 考虑 如 下 Кау 方程 的 周期 初 值 问题 
и, + utu, + sz e | = 0, ZIS T, x€ R 
Qux, 0) = mx), x€ R (2.14) 
| а(х + 1,1) = u(x, 1), Vx,t 
设 m(*) 是 具 周 期 为 1 的 函数 ,充分 光滑 , 且 (2.14) 的 解 存在 ， 
充分 光滑 。 我们 取 有 限 维 子 空间 Se 为 : 
S = { (к), Xe(0,11; x 周期 扩张 为 C*(R), XQ) 
ERE Lh, G + 1)5]( = 0,1,--.,А7%) 29 BE 
小 于 pg 一 1 的 多 项 式 } 
且 设 py， 为 整数 ，p — 1>KkK> 0, k> 2; 现 定 义 问 题 
(2.14) 的 Galerkin 近似 为 
(U, + Usse + UU,, K+ Xer) = 9, x€ Sr, 
OSST, U(0)e S (2.15) 
RTAC THER 
定理 1 #К>2, PE 0(0) 满足 
JU(0) — s ||, < Ch" 
则 存在 常数 С, h 依赖 于 T, < 和 С, 使 得 对 于 0 =< < 
T, 0< h S №, (02.15) Galerkin ИЕ, АНАА 
i 
[UG — н(е, uasa < CA (2.16) 
XT Кау 方程 的 数值 计算 及 其 方法 的 研究 可 参见 [1] 一 [5] 
及 郭 华 庶 等 的 文章 "9 | 


* 209 • 


第 三 节 ДЕЯ Е Schrödinger 方程 的 有 限 差分 法 


我 们 考虑 如 下 一 类 非 线 性 Schrüdinger 方程 的 定 解 问题 
iu, — la (х)и,], + Blul?u + f(x)u = 0. 


oaral, >i (3.1) 
и | хе наа kl. = 0, t = 0 (3.2) 
ul X ug (x) , Ü = AX = l (3.3) 


其 中 ,i 一 V —1,82 0,a(x), 了 (x) 为 已 知 函数 , 且 a) 
«> 0, ux) 为 已 知 复 慎 函数 ，n(x ,为 待 求 复 值 六 数 , 设 
О = [0,1] x [0, 7 了] 为 矩形 区 域 ,我 们 以 直线 z = mk, X= 
ph 分 区 域 又 为 许多 小 网 格 ,其 中 于 为 整数 ,PE [0, [T /]], 
Р ЯҢ, pe [0, [4771], WA 7-5 所 示 。 设 内 点 网 格 的 全 
KJ Du ERRUA AMI 20 sas 以 ОС) 470 = const) fl 
О», 


* 210 • 


Ф:(х, .) 一 T [ф(х, t) ы plx — h, t)] 


ф(х, 一 F [ф(х + 4.0) — Cx — A, t)] 
同样 可 定义 yi。 我 们 定义 离散 模 如 下 : 
Ф [5‹, = h 2 LIKET t) 


leli, = tà >, leG, 0l 
О 


lelro = llel’ + > 12:2, 
lel, саз == sup |ФОж:)|› ПОФ, = зур! Dig | 
我 们 考虑 如 下 的 四 点 隐 式 差分 方程 定 解 问题 
ip; — [b(x)o,] a + Blplip + }(х)р=0 (3.4) 
p|, = 0, plim == m) (3.5) 
对 于 (3.4)《3.5) 的 解 ,我 们 有 如 下 的 估计 
引 理 1 FME FER 
Ci) 8 > 0; fG2, Ь(х) ЖЖ ЮА 
(i) w(x)€ С", WA 
leli S 2]u GO |1, = Е, (3.6) 
证 明 将 (3.4) 乘 以 9, 得 
ig19 — Ф{ёСх)ф,]4+ + 81ol* + Са) |l == 0 (3.7) 
用 分 部 求 和 及 利用 边界 条 件 , 由 (3.7) 对 0 求 和 并 取 虚 部 ， 可 
得 
2; (lol + klp) = 0 


由 此 即 得 (3.6) | 
引 理 2 若 满 足 引 理 1 的 条 件 , 且 w(x) ЄН, 0 <a < 
A) < M ,Í lnl E C, 16) 20, ДААЙ: 
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“|. + £ Пет + 14а 


< M lu) lli, + E |н, + ile, (3.8) 


证 明 将 (3.4) 乘 以 @,, MWE 
iil? — @,[ Рф„]+ + Plolipp + 1С) рф == 0 (3.9) 
由 (3.9) 取 虚 部 , 乘 久 kh 并 对 0 求 和 可 得 


e S5 le CP + 8 51 oT) 
0 (1) £T) 
十 У (х) |Ф(Т)}? 
pon 
< M^ Y jpop + 85 У) |p (0)1° 
2 o» ^ oo 


+ 3 5100910001 
2 ро) 
由 此 当 A < h 时 即 得 (3.8) 


о с 
— [bpr] + Ё|р|?ф + С(х, 1, p) + g(z, t) = 0 
| (3.10) 
p zo» Фф | = £:x) (3.11) 


对 于 (3.10),(3.11) 的 解 pp， 我 们 有 如 下 估计 
引 理 3 者 满足 条件 
(1) ВЭ, Р(х) Sc EE EX 
Gi) [C(xs t, 909] < MIol', M ЭЖ 
(ii) ux) € С°, g(x,1) € C(O) 
则 有 | 
leli < 2015110, + ПЕЦ созем 97 = С, (3.12) 
证 明 ”类 似 于 引 理 1. 
我 们 设 定 解 问题 (3.1),(3.2),(3.3) 的 光滑 解 在 区 域 O = 
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[0,1] x [0,T] 上 存在 , 现 考 虑 和 定 解 问题 (3.1) 一 (3.3) 相 应 
的 差分 方程 定 解 问题 : 

ig: — [btx)pels + Elp p + f(x)p=0 (3.13) 

9l == 0, pli = mr) (3.14) 


Xo, 5G) m a (z + +), 我们 有 如 下 的 收 售 性 定理 


定理 1 若 满 足 引 理 2 MRE Wal) pl, 1) P 
别 为 问题 (3.1) 一 (3.3) 和 间 题 (3.13),(3.14) 的 解 , 则 有 
lu — glan = ОСК + iP) (3.15) 
WEB) 因 w(x, 10) 为 定 解 问题 (43.1) 一 (3.3) 的 光滑 解 , 则 
依 Taylor 展开 有 
iu, — [b(x)ur | + Alul u + fu = ОСК + №) 


Аф, В) ma (а HE), Феба) = Gs — 9G D, 


则 有 
i8: — [bres 1. + BClul?u — 1g lg) + fe = ОСК + P) 
(3.16) 
s|, = 0, |, = 0 (3.17) 
BC lu Pu — |ф Pp) = #|н| (и — 9) + 8eCIul? — el?) 
e @|и|?в + 8gClul + lp Dal — lel). 
由 于 假定 (3.1) 一 (3.3) 的 解 光 滑 且 有 界 , 又 由 引 理 2 可 得 差分 
ФВ НЯ, ВСЯ 
|2801 |20 — |ф|?фр)| < М|в|? 
其 中 ，M = |81011 + lele С + Hell: 21. $851 
FB 3 人 (注意 当 f(x) 为 实 函 数 时 ,估计 与 它 无 关 ) 于 是 可 得 
lelin < 2] + А2) е 207 
定理 证 毕 ， 
X32 ”差分 方程 (3.13),(3.14) 的 解 呈 关于 模 ‖. lo tk 
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初始 值 是 稳定 的 ， 
证 明 与 定理 1 的 证 明 类 似 ， 
对 于 六 点 对 称 格式 (Crank-Nicalson 格式 )， 


igi— B ГО,» + (bpl — k) X] 
$ £ СС) PeCO + lp — K Pel — R)I 


+ [OD [ф() + gG — 01 = 0 (3.18) 
Pla = 0, Ф|, == ux) (3.19) 
于 此 ,6(x) 一 a(x т >)» 我 们 有 如 下 结果 
定理 3 Vk ulet) ф(х, г) 分 别 为 问题 (3.1) 一 (3.3) 
和 问题 (3.13) (3.19) 的 解 , 则 有 
lu 一 won = OC + P) (3.20) 
证 明 “与 定理 1 的 证 明 类 羽 ， 
定理 4 差分 方程 (3.18),(3.19) 依 模 上 : |。 关于 初始 什 
是 稳定 的 . 
对 于 非 弃 性 代数 方程 组 (3.13),(3.14) 的 解法 ， 一 般 可 采 
ВОВК. 
数值 计算 表明 ,如 下 的 问题 (3.1) 一 (3.3) 的 守恒 格式 


iq — A [СРф„)» 十 (bpl E: &)«] 


+É Ipo + 1р0 = 0] 


` (Фа) + pe — k)) 
HOSO + Ф —&)1=0 (321) 


Pla == 0, ф|, ux) (3.22) 


具有 较 六 点 对 称 格式 有 更 好 的 守恒 性 质 ， 因 而 ， 计 算 第 采 较 
好 。 例 如 ,在 [11] 中 对 如 下 定 解 问题 
iu, F uu. b 21и |?и 0 
u | е = sech (x + I0)exp(2i(x + 10)] 
s| =+ = 0 
利用 烙 式 (3.21) 进 行 了 计算 , 它 和 精确 解 
и(х, £) = sech (x + 10 — 4/)ехр[2(х + 10) — 3i] 
比较 ,具有 较 好 的 精度 . 
关于 非 线性 Schrödinger 方程 及 其 方程 组 (包括 多 维 的 ) 
的 数值 计算 方法 可 参见 [7] 一 [91], 


第 四 条 RLW 方程 的 数值 计算 


对 于 正则 上 长波 方 程 (RLWE) 
t 十 u, + uu, — uu. = 0 (4.1) 
ВВМ 在 [16] 中 已 证 明 它 的 解 的 存在 ,唯一 性。 我 们 可 用 如 下 
的 三 层 莽 分 格式 吾 近 它 : 
wmtl 一 《2 + Pwa 十 wil 
= шыс) — (2 + Pwa + wap — KAC + wa) 

` (илы ш) (4.2) 

显然 ,格式 (4.2) 和 方程 (4.1) 的 截断 误差 为 


Eura + н) T CILA 


在 实际 计算 中 若 a< 1, B m ~ue, Dp A = А РЈ u] gË 
WEK. ARRAT ГЛ + = ЛИД г TAA 
互 作用 如 图 7-6 所 示 ， 

更 精确 的 差分 格式 计算 表明 较 强 的 二 个 孤立 子 是 非 弹 性 
的 ,存在 一 小 的 振动 尾巴 ， 
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(a) 二 个 孤立 子 的 相互 作用 


Ain Z~ 
M AAA 


` б) 三 个 孤立 于 的 相互 作用 


B] 7-6 
对 于 (4.1) 的 其 他 差分 格式 , 如; 
Hg 7 Ug 十 СӘ? — Чу} = [) (4.3) 
和 
u; иг + + (CuT)g + uug) — Wrat == Ü (4.4) 
均 可 采用 , 


第 五 节 ЗЕРЕ Klein-Gordon 方程 的 数值 计算 


对 于 非 线 性 被 动 方 程 
Hu — чах + Р'(и) = 0 (5.1) 
F'(w) 不 同形 式 的 选取 ， 在 孤立 子 的 研究 中 起 着 重 里 的 
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作用 3 ün: 
F'(u, А) = sinu + Авіп 29 (Double Sine-Gordon) (5.2) 


F'(u, 1) — sinu (Sine-Gordon ) (5.3) 
F'(u) = —w + ш (gt) (5.4) 
F'(u) = и — и? (9) (5.5) 


Ре Inm < и < (2n + 1)я 


0, How рд (5.6) 
ШТ (2n + lja < ú < (2n + 2) 


n = 0, +1, £2, -- 
对 于 SG, 曾 考虑 二 种 简单 的 计算 方法 ,其 一 是 简单 的 Leapfrog 
K Ñ. 


3 
h а — Ln t [en + ua] 


uL — £| uS — Pan ut (5.7) 


通过 线性 稳定 性 分 析 可 知 ， 这 个 格式 当 达 一 在 是 不 稳定 
的 , 当 А = 0.954, 则 可 克服 不 稳定 性 ， 它 对 二 个 Kink 的 情 
况 作 了 数值 计算 。 另 一 种 格式 是 将 原 方程 化 为 一 阶 方 程 组 形 
x, BI 
а + н, = Ji (5.8) 
Ür — 0, = sinu 
再 引进 E =: — х, 9 一 1 十 x， (5.8) 化 为 


1 1 . 
` K; ` Ww (5.9) 


称 它 为 特征 形式 ,此 时 特征 线 为 直线 ,采用 预先 校正 格式 解 党 
微分 方程 ,此 种 格式 虽然 较为 精确 ,但 要 迭代 较 费时 间 . 
在 [16] 中 Ablowiz 等 提出 新 的 格式 。 对 于 方程 (5.1)， 
.217 • 


| p . ; 
id ы == ТЛ a , US == — mx p h) 
id « almh, nh),v (m + -) h [2 + -) , 
Wm = ul mh, 0) 


vh, = (8, + uka) + (он + алы) 
i ,,U ü 
"m T F' (= s ) 十 OCR?) (5.10) 


w: 
и а + uA TLF 


| (22 T MES | + OCA*) (5:11) 


Wm — — Pu T HS T+ Ha — У E 
иті 十 m. 4 
Е Е : 一) + 009) (5.12) 


并 取 周 期 条 件 uipa = из, 2р AAR. 
由 格式 (5.10),(5.11), (5.12) 对 DSG 方程 和 pt 方程 的 
二 个 Soliton 的 相互 碰撞 作 了 计算 ,计算 结果 如 图 7-7 Bros, 


第 六 市 ”一 类 非 线 柱 波 稳 定性 问题 的 数值 计算 


等 离子 体 动力 学 方程 组 是 一 组 比较 复杂 的 方程 。 于 敏 给 
出 了 无 外 磁场 、 初 始 密度 均匀 的 高 低频 ,双流 休 等 离子 体 动力 
学 方程 组 ,在 [29 ] 中 ,又 在 一 定 的 假定 下 ， 给 出 了 这 组 方程 的 
平面 一 维 形 式 


On; O(n;v;) 
— + 一 一 一 -一 一 0 6.1 
д Өх ‹ ) 
Ov; Bv; Bp 
— + #r; 一 一 ! 十 =а {) 6.2 
д! Эх Dx (зу 
TE ut s 2 (6.3) 
Ox? 
p 95. p Oda c (n5 турно (64) 
Ər Әх? 


Өф, Әф, V quod 


u= 1 t == .5 
Э; Әх? » j (6 ) 


其 中 , п, 为 离子 密度 , о ASTRE, nee “7° м ш 
子 数 密度 , 为 势 函数 , $,， 几 ,是 描述 高 频 场 振幅 的 量 ,4 为 
常数 

若 命 пх, 1), ох, 1), (хь 1) Д 
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ф(х, t) = NESER t) т THER 5] 
Ej E = x — ct 的 函数 , 则 可 得 到 这 组 方程 的 孤立 波 解 应 满 
足 的 方程 为 


Qp es 2 
JP e (1 2) p (6.6) 
d: p = (et — ` aiid й 
dp | 1 + а") (6.7) 
n; = (1 ВЕ 2. gt (6.8) 
\-# 
„= [1—(1—29) | (6.9) 
其 中 э йу € 为 参数 ， d 表示 孤立 波 的 传播 速度 ， a 表示 高 频 电 
场 的 频率 相对 于 某 固定 频率 的 偏离 . 
(6.6),(6.7) 形 成 封闭 系统 , 它 的 定 解 条 件 为 
p = 0, x— roo . (6.10) 
ф = 0, x-—* + co (6.11) 


t£ [2] rh pie 7 (6.65,(6.7), (6.10), 《6.11) 的 解 及 其 性 质 , 通 
过 数值 计算 给 出 了 各 种 参数 a.c 的 孤立 波 解 。 这 些 孤 并 小 是 
否 稳 定 ? 这 是 入 们 关心 而 又 是 必须 回答 的 问题 ， 由 于 方程 组 
(6.1) 一 (6.5) 相 当 复 杂 , 要 通过 解析 的 定性 分 析 得 到 答案 是 困 
难 的。 沈 隆 钧 等 通过 实际 数 秆 计算 来 考虑 这 类 波 的 稳定 性 ， 


(6.1) 一 (6.5) 的 初始 条 件 为 
n (xz, 0)| = ni(x), TEF 0) = vi C), dila == pix), 
中 ;| =s == dox) (6.12) 
Ві 


х» +o К, n; — 1,v; > 0,9 — 0,0, — 0,0, — 0 (6.13) 

我 们 看 到 ,问题 (6.1) 一 (6.5 ) 的 柯 西 间 题 为 无 穷 区 间 上 的 

问题 ,对 于 有 限 差 分 计算 来 说 ,有 限 区 间 近 似 计算 总 带 来 一 些 
误差 。 为 此 ,可 施行 空间 变量 的 变换 


E — th 1: (6.14) 
这 一 变换 将 x 的 区 间 ( 一 co оо) 50 & [ЖЇН] (—1, +1) 27 
程 (6.1) 一 (6.5) 相 应 变 为 


-一 十 ALL 一 = Ü (6.15) 
S MESES 


Oe; al 22 TA — p) Že 一 0 (6.16) 
8! дЕ 06 


Kr cde "E =й» O pos sach 


(6.17) 
Od, | nep вту 942 
dir + (1 — E) дЕ 
— (°S —1уф,—0 (6.18) 
дф; _ 1, WE Ël 0 | — Ё? 0d, 
s ob — (а Pa 2r 
Gros yu = 0 (6.19) 


显然 ,上 一 +l,n —1, кы ct 
(6.15), (6.16) 为 流体 力学 型 方程 ,可 用 Richtimyer 的 方 
iE: 


„т, — _ 
5 ed + 4(1 一 E) 4201, Z1 — tik - 


АЕ, 


k c mp? | 
+01 8.48) DH-0， 当 v4 20 
| АЁ +à 


М | Күз р! 
+} ай" + A(1 = £s E ET. 
Ad АЁ, 


+ (1 — 84) ` = = 0, 3 co 
i+ 
(6.21) 
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M U J шй ) A в} 一 ni, 
At AE. 3 
pt = „^+! 
+ 161 一 £s! à BH. 0, — 622) 
k+l 
= "i4 = 0 
"i ni 十 1(1 " LAM JESE — nj 
At -去 Аб 
ТЕ; He p^*l 


+ A — En? = rt. 0, (623) 


当 | < 0 
RIAS, X T617), (6.18), "EB INI t ЖЯ ЖЕЕ. 
面 它 的 隐 式 格式 是 绝对 稳定 的 ,但 为 了 计算 方便 起 见 , 可 采用 
如 下 的 半 显 半 隐 格式 ， 
o5" — pt a 2. 


OA 
: Num bh — (1— £44 4 1 Lf) 
Аё; А + Aš;-4 
1 — Eia | 
d»; + (AE. d. 
t. 
s v(t- __ L9 (6.24) 
um p; ^ 1 
Фу фу — (1 — Еу. 
(1 — £j) AE 
1 一 HT. G а Ен 1 —Ё;-+ ) 
Е Е 一 一 н. 1 Ж у Ё 
АЕ + did А +1 А&-& 
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rr 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


这 样 ,这 两 个 方程 不 需 迭 代 就 可 以 直接 求解 。 容易 推 得 这 样 
的 格式 需要 满足 稳定 性 要 求 : 


4м = Е Ar! 
2 


Жі ni, Фу, Ф. Ла, B] ЗАТДЫ (6.17): 
1 [1 一 与 + 
L(I — £?) ХЕ, [СЕ = pittt 
— E — E 
S n е шен 
Аё ++ А + i 
1 一 52-4 
2 


zs ыш TP 


十 


+ nt = 0 (6.26) 
沈 隆 钧 等 对 一 类 所 谓 的 非 线性 的 呈 单 峰 状 的 初始 条 件 对 问题 
(6.15) 一 (6.18) 采 用 差分 格式 〈6.20) 一 (6.26) 进行 了 数值 计 
A. 数值 计算 结果 表明 ,这 类 波形 无 变化 ,显示 了 问题 (6.1) 一 
《6.5) 的 孤立 波 较 好 的 稳定 性 ， 如 图 7-8 所 示 ， 


gu 
AL сай 4 m t, m 


i i= 
Sm D OA 
D fonts 


图 7-8 ЗЕ РЕН p EE, 
男 外 ,还 可 求 得 (6.1) 一 (6.5) 诸 方程 有 如 下 守恒 量 
TA < 


一 各 i 
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® l. vidx == const 

G l. (e 9 — pde = cons 
W. 

© | (s — + Lone ntt 


十 : лә) dx == const 


由 上 述 守 恒 量 ,我们 可 利用 它 检 验 差 分 格式 的 守恒 性 ， 
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第 八 章 ”孤立 子 的 几何 理论 


第 一 节 Bäcklund 变换 和 总 曲率 
K=—1 的 曲面 


我 们 在 前 面 已 经 看 到 , Backlund 变换 和 启示 由 Sine-Gordon 
方程 的 一 个 孤立 子 解 去 求 另 一 个 孤立 子 解 ， 由 非 线性 选 加 原 
理 , 可 简易 地 通过 代数 运算 获得 非 线性 方程 的 特 解 ,这 是 一 种 
非 第 巧妙 的 方 潜 。 我 们 下 面 介 绍 Chern 和 Тегов 所 采取 的 
几何 的 方法 ， 对 Sine-Gordon 方程 与 K = 一 1 曲面 的 联系 ， 
以 及 对 它 的 和 解 的 几何 特征 的 研究 表明 :Sine-Gordon 方程 求 
解 的 问题 归结 为 由 一 个 K = 一 1 曲面 去 求 另 一 个 天 一 一 ! 
曲面 的 问题 ， 

E M(u, v) 为 一 平面 区 域 ，R 为 三 维 欧 氏 空 间 ，x: 
M 一 R' 为 一 曲 而 ， 在 曲面 上 的 每 一 点 取 定 一 个 单位 右手 正 
交 标 架 [zj eo езу е], Cess ep) = ags Ceis езу 601, 
1 <а, #< 3, 假设 e 为 法 向 量 , 于 是 有 运动 方程 


dr = У) Walas ш, == 0 (1.1) 


т 


de, = У\ шс; а + apa = 0 (L2) | 
B 


Hum, Waa Wap 均 为 一 次 微分 式 ， 
我 们 称 Ie wi + wi(—dx- ах) 
П == wwa ww (—-— dex) 
分 别 为 曲面 的 第 一 和 第 二 基本 形式 ， 
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1 <а, #< 3, 假设 e 为 法 向 量 , 于 是 有 运动 方程 


dr = У) Walas ш, == 0 (1.1) 


т 


de, = У\ шс; а + apa = 0 (L2) | 
B 


Hum, Waa Wap 均 为 一 次 微分 式 ， 
我 们 称 Ie wi + wi(—dx- ах) 
П == wwa ww (—-— dex) 
分 别 为 曲面 的 第 一 和 第 二 基本 形式 ， 
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分 别 对 (1.1),(1.2) 作 外 微分 , 则 得 到 结构 方程 ; 

dw, = uit, 

dw, = w ug (1.3) 
H = — (dx, dej) = аа? + 2bw,w; + сш 


于 此 


Wn = bw, + сї, (1.4) 
dwa = —Kw, Nm (Gass 方程 ) 
JE, K = ac — b №) Gauss Я, 
p == 11 \ 3 


duy тез wah dt 


= = dí”, + bw; 


(1.5) 


于 此 wa 仅 与 第 一 基本 形式 有 关 , 称 为 曲面 的 联络 形式 。 方 
程 (1.5) 称 为 Codazzi 方程 ， 现 考虑 К = 一 1 的 曲面 。 取 曲 
Жа, 


шу == sinddu, t, == соѕ фір 
шу, == соѕ фаи, tu == — sinddv (1.6) 
ш, = — d,du — ф„йо 
代 人 Gauss 方程 得 
Puu — Pro = — совф sin ф (1.7) 
由 (1.7) 可 知 
І = sin! фан + cos idv! 
П = ѕіп фсоѕ Ф( 20° — ди?) (1.8) 
由 此 可 见 ,2 为 渐 近 线 99 一 ж1 的 夹 角 ,而 从 方程 (1.8) 可 


以 看 出 ， 2 由 作为 (z, v) 的 函数 ,就 是 Sine-Gordon 方程 的 解 ， 
反之 由 曲面 论 的 基本 定理 ，S$ine-Gordon 方程 的 任 一 解 可 看 作 
一 个 天 一 一 1 曲面 的 渐 近 线 之 间 的 夹 舶 。 于 是 , Ж Sine 
Gordon 方程 的 解 就 归结 为 术 К = 一 1 ЩН уН], RAN 
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К = 一 1 曲面 是 伪 球 面 , 即 是 有 奇 点 的 喇叭 形 曲面 我们 . 
可 通过 一 个 假球 线索 给 出 天 一 — 1 Т АЈА, 
有 所谓 线索 是 指 欧 氏 空间 依赖 于 两 个 参数 (u,v) 的 直线 族 ， 
y = X(u, v) + ¿n(u, v) (1.9) 
n? == 1, X(u, v) 一 般 表 示 为 一 张 曲 面 ， 若 固定 (и, v), W 
(1.9) 表示 过 点 X(su, p)， 方 向 为 nu, v) BS9—5RÉLER. Ж 
Cule), e(2)) 为 曲面 上 的 一 条 曲线 , 则 : 
Vta à) = X(s(z), oL) + An(u( (2) 
为 一 直 纹 面 ， 这 个 直 纹 面 是 可 展 曲 面 的 必要 充分 条 件 是 : 
[ns dx, dn| = 0 (1.10) 
Ж, |n, de, dn Rn, dx 和 dn 的 混合 积 行列 式 ,(1.10) 是 
关于 du, de 的 一 个 二 次 齐 次 方程 , 若 其 比值 - 52 有 二 个 不 同 
的 实 解 , 则 对 应 有 曲面 的 两 族 曲 线 。 过 族 中 每 一 曲线 的 线索 
中 的 直线 构成 一 可 展 曲 面 ,这 时 就 得 到 两 族 可 展 曲 面 , 每 一 可 
展 曲 面 有 一 准 线 ,每 一 族 可 展 曲 面 的 全 体 誉 线 构成 一 张 上 店面 ， 
称 为 焦 曲 面 ， 于 是 便 得 到 两 个 焦 曲 面 , 179 5 和， 线索 
(1.9) 中 的 每 一 条 直线 都 是 * 和 ，* 的 公 著 线 ， 于 是 通过 这 些 
公 牙 线 ,线索 (1.9) 就 给 出 了 焦 曲 面 : 和 焦 曲 面 ”之 间 的 一 个 
变换 
l: £ — £ 
这 就 是 说 , 若 PIG) W p( € s) 和 加 (er) 有 属于 线索 
(1.90 85 BJER 1, 
定义 ”线索 称 为 假球 的 ,如 果 1) |pp'| = r СЕ ), BU 
对 应 点 之 间 的 距离 为 定 值 ，2) (e), 30р) ) == т СМ), 
即 对 应 点 的 法 向 之 间 的 夹 角 为 定 值 . 
定理 (Bäcklund) 假球 线索 的 两 个 焦 曲面 有 相应 的 党 
К Gauss 曲率 


к inr 
431,35 r= апт, JI K——1, 于 是 由 一 个 给 定 的 玉 一 一 ! 曲 
面 去 构成 另 一 个 到 一 一 1 曲面 的 问题 就 归结 为 由 给 定 的 天 一 
一 工 曲面 去 构成 假球 线索 的 问题 ， 此 时 只 须 确定 所 求 线索 中 
各 条 直线 的 方向 ， 这 时 归结 为 求解 一 个 完全 可 积 的 全 微分 方 
8 | 


da + sinaw = созт (1.11) 
其 中 ,a 表示 所 求 线索 中 直线 与 切 点 的 主 方向 ( 即 = 曲线 的 方 
向 ) 的 夹 角 。， 由 (1.6),1.112) 可 得 到 下 列 完全 可 积 的 一 阶 候 德 
分 方程 组 
жай» — ф,) == cosT созасовф + sinasind 
sinr(a, — pu) = — созт sina sind — соѕф cosa 
(1.12) 
这 时 ,所 求 曲面 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 分 别 为 
I = cos! adu! + sin? adv? 
IU = cosasina(du! — 20°) 
可 以 看 由 ，2c(wy v) 就 是 Sine-Gordon 方程 的 一 个 解 ， 于 是 
由 (1.12), 若 给 定 SineGordon 方程 的 一 个 解 ?由 ， 则 可 解 出 
Sine-Gordon 方程 的 另 一 个 解 2x， 由 于 (1.12) 是 完全 可 积 的 ， 
实质 上 只 需 解 一 个 常 微 分 方程 。 
K. Tenenblat # C. L. Terng 还 进一步 讨论 了 在 22 一 1 
维 欧 氏 空 间 中 的 п 维 子 流 形 的 Bicklund 定理 以 及 Sine-Go- 
rdon 方程 的 高 维 推广 oo 


第 二 市 ”Lie 群 和 非 线性 进化 方程 


在 第 二 章 中 ,我 们 已 详细 地 指出 了 GGKM 和 AKNS 等 
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先后 建 并 的 用 散射 反 注 方法 来 精确 求解 非 线 性 进化 方程 的 方 
法 ，Chern 和 Peng? 指出 ,这 些 方程 的 代数 基础 在 于 李 群 和 
它们 的 结构 方程 ， 他 们 从 2 x 2 实 的 么 模 李 群 SL(2) 的 结构 
出 发 ,具体 地 目 然 地 给 出 了 高 阶 和 的 KdV 方程 和 MKdV 方程 . 
从 而 使 这 些 方程 的 几何 意义 比较 明确 ， 运 用 群 的 运算 也 比较 
A, Sasaki 在 文献 [4] 中 进一步 建立 了 AKNS 方程 与 负 常 
曲率 曲面 之 则 的 联系 ， | 
ix: 


SL(2, R) = [x =(° "lad — be = 1] (2.1) 


¿21 
为 所 有 2 x 2 实 的 么 模 定 阵 的 群 。 它 的 右 不 变 Mauer-Carten 
形式 为 : 


Wis wi 
ж = dxX = Ж ie (2.2) 
其 中 
wi + z = Ü 
SL(2; К) 的 结构 方程 或 Manren-Cartan 方程 为 
dw == wh te (2.3) 
ВЕ S VES E, 


dwi = ил Л w 
dwi = 2wiNuwi (2.4) 


dil = 20 № w 
VE e № (2,0 平面 上 的 一 个 邻 域 , 旦 考虑 光滑 映照 

f: v-—SL(2;R) (2.5) 
这 些 方式 在 李 群 中 经 过 映射 后 成 为 (x, :) 的 函数 。 
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ил = mdr Ай 
wi = gdx + Ва! (2.6) 
wl = rdx + Cdi 
这 里 ,系数 均 为 《r， ғ) 的 函数 ， 由 于 
dw, = wi Л w! = (qdx + Ва) N(rdx + Саг) 
== qrdx № х + (gC — Br)dx A dt + BCd: ^ dt 
男 一 方面 ， 
del = A,dx А dt + Adit À dt + зх + Аан 
+ ydet A dy + ndr А ах, 
dw; = 2wi Nw; = 2(ndx + Ad:)A (дах + Bdt) 
= 2л44х Mdr + 2038 — Aq)dx N dt 
+ 24 Ва: A dt 
另外 ， 
dwi = 4,йх Ndx + q,dt Ndx + 4@х + B,dxdi 
+ B,dt A dt + Ва: 
dwi 可 同样 计算 ， 
由 此 可 得 : 
一 外 十 .一 9C 十 r 有 王 10 
— 4, + B, — 24 B + 244 = 0 (2.7) 
— r, + C, — lrA + 254 = 0) 
ER m = const, ВАД 2 055 x, 无 关 的 参数 。 现 考虑 几 种 特 
殊 情 况 : 
(1) r — +1, "AU AE. q = u(x, 4) 此 时 从 (2.7) 第 三 
式 解 出 4， 从 第 一 式 解 出 8B 得 


4 — C+ = C, 


1 
B = — — 


7 Cr — nC. + uc 


将 (2.8) 代 人 (2.7) 的 第 二 个 方程 得 : 
и, == K(u) (2.9) 
其 中 
K(u) = s,C + 24С„+ 23 C, — u Cane (2.10) 
作为 一 个 例子 ,我 们 取 
Cm (2.11) 


则 由 (2.9) 可 得 : 
iem dium ни: (2.12) 
4 2 
这 就 是 众所周知 的 Кау HE, 
我 们 自然 可 取 C 为 7 的 任意 多 项 式 ， 因 在 (2.10) 中 ， 4X 
6 т, ЖЕЕ Ст НЕ. < 
С = $) Ci(x,1 7? (2.13) 


оен 
Ж, Ci(x, 1) Ж z, г АЈВАЗ, (2.13){К A (2.10)+Ф т ж 
的 系数 为 0, 我 们 可 得 
C, == const (2.11) 


Citi == 一 T us; — “С + i Сек (2.12) 
我 们 注意 到 后 者 正好 是 KdV 方程 守恒 密度 的 循环 公式 .(2.9) 
的 右 端 可 写 为 : 

Kn(%) u LC, + 28C, s ES = С mrss = — 2 Саны (2.13) 
这 最 后 等 式 是 作为 定义 引进 的 ,更 进一步 能 引进 C; 的 无 穷 序 
列 , 设 (2.12) 对 一 切 i 成立, 0 < < оо 称 方程 

и, = K,(u) (2.14) 
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№ пй кау 方程 ,可 以 证 明 ，Ci 为 « 及 其 逐次 对 x 的 导数 
的 多 项 式 ， 例 如 ,可 求 得 


1C, = -一 н 


2Ci = — 21 Сасна н У] Са 
1«k«i 0c ks j 
+ 1 


C4Cj yix 
2 sk«i-i 


X - Cis Ci-k us {m ipp (2.15) 
^ izk«i 


特别 ， 2C: = З. з T й LIT. 
4 4 


2С, = 一 5 и 十 => ці + 2 ий, — 1 Нек (2.16) 
8 16 8 16 
(2) 在 (2.7) 中 , 4 == ғ = V(x, 1), 且 为 与 +y! JXHJ 
参数 , 则 (2.7) 变 成 
A, = V(C — B) 
V,- B, — 24B + 2V A (2.17) 
|V, «C; p 24C — 2VA 


(2.17) 中 最 后 二 式 能 写成 : 
Ë — B), = AVA — 2n( B + С) 


] (8 + С), +x(C — В) (2.18) 


令 
C—B =P, C+B=0, 4 一 1R (219) 
以 上 方程 变 成 : | 
R, = VP 
P, = AVR — 2g (2.20) 


4 : 
V, 7 О: + nP 
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消去 P, о, 我 们 可 得 到 : 
И, = M(V) (2.21) 
其 中 


м) 一 站- + (VR), – 1 (Fe) 


取 К=з =, 方程 (2.21) 变 成 


Р а, 3. рр; (2.22) 
4 2 


这 就 是 熟知 的 MKdV 方程 ， 


第 三 节 ” 非 线性 方程 的 延 拓 结构 


对 于 微分 琉 形 M 和 = 形式 理想 1， 所 谓 外 延 拓 是 指 M 上 
的 # 一 1 形式 P, 系数 取 值 于 M 上 的 可 微 函 数 。 并 满足 : 
dPCF*(M)NP+I (3.1) 


其 中 ,F*(M ) 为 M 上 1- 形 式 ，1975 ££, Wohlquist 和 Estabrook 
首先 提出 外 延 拓 概念 ,并 应 用 到 Кау 方程 。 他 们 把 Кау 5 
程 表现 为 一 组 等 价 的 外 微分 形式 的 闭 理 想 。 并 将 这 个 闭 理想 
延 拓 , 成 功 地 找到 了 Кау 方程 的 散射 反 演 问题 和 Bäcklund ЖЕ 
Ht, ЭРТЕ [6] 中 对 非 线 性 Schrödinger 方程 作 了 类 似 的 讨论 ， 
Morris, Coroues,Gibbon 等 分 别 对 有 5| 力 作用 的 浅水 波动 方程 ， 
Hirota 方程 , 非 线 性 Schrödinger 方程 组 、 高 阶 KdV 方程 , 自 对 
偶 Yang-Mills 方程 的 外 延 拓 结构 作 了 讨论 ,如 参见 [7]，|8]， 
19],[11],[121,1141,[15],[16],[18],[19]. 可 以 看 出 , 延 拓 
结构 法 不 仅 适 用 于 大 量 的 非 线性 进化 方程 ， 而 且 由 它 能 比较 
自然 地 推广 到 高 维 空 间 中 去 ,因此 ,在 这 方面 它 比 散射 反 资 法 
其 有 更 大 的 优越 性 ， 而 且 这 种 微分 几何 法 有 可 能 成 为 散射 反 
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演 沪 的 理论 基础 ， 
我 们 现在 来 考虑 Кау 方程 的 延 拓 结构 法 。 设 有 KdV Jj 
程 为 : | 


и, F иу, Í l2uu, = 0 (3.2) 
4. r= u P Dez. = Ws 于 是 (3.2) 可 写成 一 阶 方程 
Wt ps luz == 0 (3.3) 


对 5 КЕ ЖМ {zx,1,#,x,P}, 切 空间 的 对 偶 空间 T*CM ) 
的 基 为 laz, dt, du, dz, dP}, EMRI? 0 ix, г, un, 
г), zx 0. P(x 1)} 上 引 人 2- 形 式 组 
=, = du A dz — хах ^ dt 
в, = dz N dt — рах ^ dt (3.4) 
в, == — du N dx + dp A dt + 12uzdx A dt 
其 中 ,za 表示 外 导数 ,人 表示 外 积 。 (3.4) 前 2 项 对 应 于 引 人 
新 变 元 的 项 ,后 一 项 则 对 应 于 原始 方程 的 项 ,由 直接 计算 可 得 

l = dx A a 


da, = dx a, (3.5) 
da, = — 12dx A (zo, + umy) 
RE, {а, о, о} 在 流 形 M 上 构成 闭 班 想 , 截 到 流 形 5, = 
{u(x t), 2(z, 00, P(x 1)} 上 时 , 2- 形式 (3.4) 为 零 。 这 时 外 
形式 导数 Кау 方程 。 对 于 给 定 的 5 维 可 微 流 形 放 以 及 a; 和 
de; 所 生成 的 闭 理 想 ,存在 附加 的 延 拓 变量 yG 1,2,6, 
m), (у) ÆRME М(х, t, u, z, P) 的 每 一 感 张 出 一 个 
维 流 形 , 延 拓 出 一 个 m 十 5 维 纤 从 .。 于 是 可 在 纤维 从 中 生成 
扩大 的 理想 二 ,也 的 生成 元 不 仅 包 括 wm， 还 包括 由 于 延 拓 变 
量 关 而 引 人 的 天 个 1- 形 式 wi, Е И, 称 为 外 延 拓 形式 ， 对 
于 外 延 拓 变 量 ， 有 Pf 形式 шк, 
wg == dyF + ЕК(х, t, u, 2, b, y')dx= 
+ G'(x,:1,u, 2, b, y')dt (3.6) 
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它们 必须 满足 闭 理想 条 件 
dwg 一 У fia; + У nÀ wi (3.7) 


Жн, k 001-024. 63.5), (3.6) 3749 F* GF 的 一 阶 仿 
微分 方程 组 ， 这 个 方程 组 一 般 为 非 线 性 的 。 因 为 其 中 含有 对 
易 子 项 " 
FO — i 9G^ x 
b (c a P )4 Л di (3.8) 


Ж FER GY BUMUT. yt, 这 样 的 并 决定 一 个 通常 的 守恒 律 . 

此 时 称 为 势 (potential), 38 ЕК 和 СК Т ЖИЕ 

|: 变量 y'Gi з= k), 此 时 称 yt 为 麻 势 。 麻 ( 拟 ) 势 的 存在 是 导致 
Bäcklund 变换 的 关键 ， 
我 们 定义 对 易 子 : 

[F - G]? = ЕСА, — GF$, (3.9) 

由 (3.7) 并 消去 此， 可 得 如 下 的 Еи, z, Р, yi), Gu, z, P, 
满足 的 偏 微分 方程 

Fh = 0, Ft = 0, Fk + СА = 0 (3.10) 

zG*, + PG, — 12uzG*, + СЇРЇ 一 FIG5 = 0 (3.11) 

由 方程 组 (3.10),(3.11) 的 可 积 条 件 ,容易 求 出 F+, Gt 的 表达 


G* = — 20р + 65) Xj + 3(# — Bu — 2ир)Х\ 
+ 8X1 + 8uXE + du! XE + 45X: (3.12) 
将 (3.12) 式 中 给 出 的 F+, G* 的 形式 代 人 (3.11), 可 得 一 系列 
对 易于 关系 : 
m" X,] = [X4 X,] = [X,, X,] = [X;, X] —0 


l° = 2XA + luXt + 3u X} 


[Xis Xi] = — X; [Х,, Х;] = Х., [X;, X;] 一 X, 
[Xis Xs] + [X;, X4] = 0, [Xs X4] + [Xis X,] + X;—0 
(3.13) 
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强迫 这 个 开放 的 代数 结构 闭合 为 一 个 有 限 维 的 Lie fX 
数 , 并 利用 Jocobi 恒等式 ,我 们 可 得 到 进一步 的 天 系 式 ，3| 
进 新 的 生成 元 Xa. Xs, 


[X,, X,] = 一 Хе, [X5 Х;] == X, 


我 们 要 求 


B 
Ху = Zi EmA m (3.14) 
m=1 


FB, с„ 为 常数 。 要 求 (3.13) 中 1 至 8 生成 元 为 线性 无 关 。 
利用 Jocobi 恒等式 可 得 | 
ст = 0(т Æ 7.8), ¿= — сь = А 


其 中 ,7 为 任意 常数 。 最 后 我 们 得 到 由 {X tto X) 组 成 的 
封闭 Lie 代数 。 — 
[Xo X,] = — X;, [Х,, X] = — X,/à 
[Xs Х1 = — AX, 
|[X,, X,] = X,,[X,, X,] = X,, [X,, X] = X,/à 
[X,, X,] = —X,/1, [X,, Xi] = — X, 
[X;, Ху] = — X, — АХ, 
IIX o X] = X,, [Xo X.] = — АХУ, [Xo X,] = X, 
[X;, X,] = — Xss [Х,, X,] = Xs, X, = A(X; 一 Xa) 
(3.14) 


不 难得 到 这 个 代数 的 S 维 关 系 式 。 取 基 天 量 为 


ы эс o o (3.15) 


Кр, yt 的 延 拓 变量 的 坐标 集 , 生 成 元 的 非 退 化 的 表示 为 
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X, = Е [b + exp(2y,) ^: + y abs + y;bs 
+ (yi — 1)ó,] 


X,= " L; + 25] 


X= m 1 区 + ехр(2у,)®; + yb, — b, 


T (2) yebs + (Yi — эк (3.16) 


X, = = [ехр( 2y,)5; + Yaba + (у + 1)5,] 
X, = b, 

1 1 
X; = i| b, 十 一 b, + A 

2 2 


1 
Х, = 45 


由 (3.12), 写 出 8 个 Pfaff 形式 的 明显 表达 式 , 我 们 有 : 

(ww, = dyf + Ех + G*dt 

w, == dy, + dx — 414: 

w = dy; + exp( 2y.)dx — 4exp(2y)(u + 1)@ 

w, = dy, + y, dx + [2z — 4у,(а + 1)]dt 

w = dy, + 414: 

ш, = dy, + y;dx + (z — 6y,)dt (3.17) 
w, = dy, + ° dx -+ (2° — 8i! — 2up)dt 

| = dy; + udx — (P + 6: ) dt 

Wwy = dy, + (2и + yi — 5)4х — 4 


. | + 2) (28 + у 4) – Р «|a 
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利用 (3.17), 我 们 能 得 到 Кау 方程 的 孤立 子 解 ，Bicklund Ж 
换 以 及 相应 的 散射 反 演 问题 . 

事实 上 ,从 o= 0, 并 记 y, = y, 有 

y, — Qu + y! — 2) 


3.18) 
y, = -4u + 1) (24 + у — 1) + >e =a) 
《3.18) 的 第 一 式 为 Riccati 方程 ， 令 
у= bi Í| (3.19) 
则 得 
Du. + (2и — х)ф == 0 (3.20) 


此 即 对 应 于 Кау 方程 的 一 维 Schrödinger 方程 ， 从 Pftaff E 
式 tt, 有 


y = —s,z 
由 (3.19) 及 w 有 

y, = — ln 
4 一 了 上:， 则 由 (3.19) 有 

у = op/ 
令 


и, == du. — quu, 
ило == — фи, 
则 有 
w, = dp — (2и — А)фах + {2р — [4(u + А) 
X (2и — А) + 2p]0 at (3.21) 
ty == dq — фах — [2z — 4(и + р] 
”由 (3.21) 可 以 看 到 ,一 p, Pa + (2и — i)p = 0, X KdV 
方程 的 一 阶 散射 方程 组 ， 
另 方面 , 设 KdV 方程 有 其 它 解 w = Qu, z, PY) 
EWE 
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a; = du' № dt — z'dx N dt | 
а, = dz N dt — Рах N dt (3.22) 


(аз = — du' Ndx + ар A dt + 12u'z'dx A dt 
通过 直接 计算 可 得 
и' == — ц — y + à (3.23) 


因 * 一 0 为 KdV 方程 的 解 ， 所 以 w — —у + à 必须 是 解 
。 从 (3.18) 有 | 
* = — (° — 1) 
у, = 4A( y! — А) = —41y, 
它 的 解析 积分 为 y = А tanh[ A (x — x, — 442)]. 
и, 为 解析 Soliton Ж, 
我 们 由 Pfaff 形式 w, 得 到 


и = — у, = — ш, 


(3.24) 


《3.23) 可 写成 : 
—w =з ш, — + À = we + у„— 20, (3.25) 
积分 之 并 把 积分 常数 并 人 位 势 中 ,有 
у = w — и” (3.26) 
故 方程 (3.23) 最 终 可 写成 ; 
— t, — t, = иш + u = А —(ш' — ш) (3.27) 
于 此 : 令 1 一 六 ， 再 由 《3.24) 和 (3.26) ,人 (3.18) 的 第 二 个 方程 可 
号 成: | 
w, + w, = A(u" uw! + ми + и?) 4 2(w' — w)(xz — z) 
(3.19) 
联合 (3.27),(3.19) 即 得 Кау 方程 的 Bicklund 变换 ， 
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第 九 章 ” 非 线性 进化 方程 的 整体 解 
及 其 “blow up" 问题 


第 一 节 ” 非 线性 进化 方程 及 其 积分 估计 方法 


最 近 以 来 , 随 着 孤立 子 问 题 及 其 理论 的 发 展 ,一 大 批 具有 
孤立 子 解 的 非 线 性 进化 方程 日 益 引 起 人 们 的 注意 ， 如 : Kdv 
方程 , 非 线 性 Schrödinger 方程 ，RLW 方程 ， 非 线性 Klein- 
Gordon 方程 等 。 这 些 方程 除了 具有 孤立 子 的 这 个 重要 特征 
之 外 ,还 具有 其 它 的 明显 物理 特性 : 色散 性 和 非 线性 的 统一 ; 
有 一 定 的 波动 性 ,但 它 的 解 又 具有 一 定 的 光滑 性 ; :一 co (或 
x 一 co) 解 的 衰减 性 .散射 性 ,由 于 它 和 物理 问题 紧密 相连 ,对 
于 它 的 解法 和 性 质 的 理论 研究 ,早已 超出 了 传统 的 研究 方 蔡 。 
例如 ,出 现 了 散射 反 演 这 种 冉 新 的 ,精确 的 、 十 分 重要 的 求解 
方法 ,并 已 为 微分 方程 的 理论 研究 开辟 了 新 的 途径 ; Bäcklund 
变换 的 方法 ; 用 微分 几何 外 微分 形式 和 李 群 建立 起 来 的 延长 
结构 法 等 。 同 时 ， 就 这 类 非 线 性 偏 微分 方程 本 身 理论 研究 而 
言 ,已 不 能 照搬 过 去 一 些 传统 的 做 法 。 例如: 对 于 KdV Jj 
程 , 非 线性 Schrödinger 方程 ,它们 的 解 虽然 有 很 好 的 光滑 性 ， 
但 不 存在 极 值 原理 ,因此 ,只 能 用 能 量 积 分 进行 估计 ， 而 这 种 
积分 估计 不 同 往常 的 是 必须 充分 利用 它 的 多 种 守恒 律 ， 正 如 
Lax 指出 的 : “对 于 KdV 方程 ,具有 co 多 个 守恒 律 是 它 的 主要 
特征 ”。 从 昌 前 证 明 这 类 非 线 性 方程 整体 解 的 存在 \ 叭 一 性 来 
看 ,有 以 下 几 种 方法 : (1》 先 作 好 积分 先 验 估计 ,再 利用 多 种 
近似 方法 在 [0,4] 建立 局 部 解 ，4 依赖 于 初始 函数 ， 再 在 
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[4,4] 上 建立 局 部 解 ， 2 — а Gom TA Ca), 由 于 先 验 
估计 aG] s const， 因 而 ,由 л, 413，*'**， 可 延 拓 到 任何 有 
REKE [0, T] 上 去 . (2) 粘 性 消去 法 (或 称 抛物 型 正则 化 方 
法 ) 即 寻求 具 类 性 近似 方程 的 整体 解 u 再 利用 ww 及 其 某 些 
导数 的 模 关 于 小 参数 в 的 一 致 有 界 性 , 令 s — 0 即 得 到 我 们 
需要 的 解 。(3) 泛 函 分 析 的 方法 , 即 把 原来 方程 化 为 微分 算 子 
的 标准 形式 ,利用 微分 算 子 的 已 知 定 理 , 得 到 整体 解 的 存在 定 
理 ， 这 里 需要 具体 验证 一 下 是 否 满 足 微 分 算 子 方程 解 的 存在 
的 条 件 ,《〈4) Galerkin 近似 解法 , 即 利用 Galerkin 近似 解 的 
一 致 性 信 计 ,直接 得 到 大 范围 的 整体 解 。 在 这 些 证 明 整 体 解 
的 存在 性 的 多 种 方法 中 ,无 论 哪 一 种 , 先 验 积 分 估计 都 是 起 决 
定 作用 的 ,事实 上 ,并 不 是 所 有 非 线 性 进化 方程 都 能 通过 先 验 
伍 计 得 到 整体 解 的 ， 俩 如 : 菏 些 多 维 的 非 线 性 波动 方程 和 非 
RIE Schrödinger 方程 部 存在 解 的 “blow up” 的 现象 ， 即 解 
或 解 的 一 阶 导 数 的 Li 模 当 1 一 1 (a 为 有 限时 ) 它 趋 于 无 
穷 ， 但 若 初 始 条 件 的 L, 模 适 当 小 时 。 则 又 可 得 到 它 的 整体 
解 。 这 些 间 题 都 引起 人 人 们 的 关注 和 共 趣 。 目 前 对 这 类 非 线 性 
方程 定 解 问题 大 部 分 限于 周期 初 值 问题 、 初 值 问 题 ， 少 部 分 
考虑 了 它 的 切 值 , 边 值 问题 ， 一 般 来 说 ,对 于 这 类 方程 的 边 值 
问题 的 提 法 (例如 Кау 方程 ) 及 对 它 的 解 的 存在 性 研究 ， 都 
存在 着 较 多 的 困难 ， 目 前 这 方面 的 研究 结果 甚 少 。 对 于 初 值 
问题 ,通常 我 们 都 假定 它 的 解 当 |x) 一 co HETE, W T Ж 
求 是 可 以 的 ,例如 对 于 Kdy 方程 , 现 已 经 证 明了 只 要 初始 条 
27 |] — со 以 某 种 衰减 率 趋 于 零 , 它 的 解 也 得 到 相应 的 衰 
减 率 。 当 然 这 个 要 求 并 不 是 必要 的 ， 如 果 用 周期 边界 条 件 来 
.逼近 初 值 条 件 ， 就 可 以 以 男 外 的 对 初始 条 件 的 条 人 忻 来 代替 这 
种 假设 ， 我 们 以 下 仍 对 初 值 问题 作 这 种 假定 。 另外， 以 下 不 
少 定 解 问题 求 得 的 结果 ,对 于 周期 初 值 问题 或 初 值 问题 ,都 是 
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同样 成 立 的 ,我 们 不 准备 作 更 多 的 说 明 ， 


第 二 节 KdV 方程 的 周期 初 值 问 题 
和 初 值 问题 


Кау 方程 解 的 存在 性 、 唯一 性 ， 首 先 由 Siiberg 在 [1]， 
[2] 中 得 到 ,他 考虑 如 下 的 定 解 问题 


н, = нн, + Ou... 8 š Ü 
u(x, 0) = f(x), Vr € R (2.1) 
u(x,1) = u(x + 1, t), Vx, t 


有 如 下 结果 : 
定理 1 i550, Hi f(x) 为 周期 为 1 的 函数 , 它 的 
直到 三 阶 导 数 属 于 L;， 则 存在 间 题 (2.1) 的 唯一 解 ， 
”利用 如 下 对 应 于 (2.1) 的 微分 差分 格式 : 
им(х, 1) = [sw(xr， ()Dsuy( x, si T DouB(x, ,:21/3 
+ óD ,Dšux(x,, 2) (r=1,2,-"", N) 
| (2.2) 
unlar 0) = J(x,) (r=1,2, =+, N) 


uw x, t) s HN( frins {), Yr, і 


于 此 А = "I х, rh, Ú) D}, D., D 表示 差分 算 子 ,定义 
为 

hDg xr) == gC xe) — р(х,) 

AD -g(x,) = g(x,) — g(x) 

2hDop( х,) — gC xu) — р(ж,_1) 
可 证 明 问 题 C2.1) 局 部 解 的 存在 性 。 再 利 用 (2.1) 的 三 个 守恒 
律 
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i ЛЫ ЗЕЙ ___  __ _ _ ЗНННЕ 一 一 


MS 1)ӣх = NICE == æ == const (2.3) 


"э _ sala, 
lU i) et 
= |, e 一 àf” (x) ) dx = a= const (2.4) 
093 
KG — 128uul + 363812, [ 5)dx 
= | C — 123f" 十 3684 ]5)дк = оз = const (2.5) 
作 积 分 先 验 估 计 , 证 明了 问题 (2.1) 整体 解 的 存在 性 , 唯一 性 
易 由 能 量 不 等 式 得 到 。Lax 在 [3] 中 首先 证 明了 在 区 间 ( 一 co， 
+оо) Е, Кау 方程 
н, 十 чи, + uú = 0 (—со<х< + oo ,: > 0) (2.6) 
Cauchy 问题 
u| = (z) (—oo < x < +оо) (2.7) 
解 的 唯一 性 ， 这 里 的 “ 解 " 是 措 (+, Deco(-o < z < 
4-00), и 及 其 对 * 的 一 切 导数 均 趋 于 零 (lz| — о), и 
为 问题 (2.6) ,2.7) 的 其 它 解 : 
人 + 站 + v... 0 
Ф| == taa (x) 
则 令 : 和 一 & 一 2， 我 们 得 到 吧 的 线性 方程 
We 十 ut, + wv, 4- Wer = Ü 
上 式 乘 以 w， 并 对 хє (一 00, Боо) 作 积 分 ,分 部 积分 后 得 
到 关系 式 : 
| 2 € E widx + [. (v. 一 lu) wdx == 0 (2.8) 


&; EG) 一 - w'dx, тах |22; 一 Wz| = т, 从 (2.8) 可 
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EROS нЕ 
dt 
^o ЕС) < Е(0)е"* 

Е(0) = = E(9) = 0 (> 0)=> в =: 0 
在 [4] 中 对 如 下 的 KdV 方程 的 周期 初 值 问 题 

(н, + uu, + Bu, m 0 (0 =<, < T, Ü< xz < 1) 

и(х, 0) = mls) (0 = <x < 1) 

u(0, 2) = s(1,:) (0 << T) (2.9) 

ux(0, 1) = (1,27) (0 =<: =< T) 

u e Í(0.4:)= tell, 2) (Ore T) 
采用 加 四 阶 小 参数 方法 , 即 考 虑 相应 于 问题 (2.9) 的 如 下 定 解 
可 题 

Har 十 uu. 十 jarss 十 Eu, Í Í = 0 Ce > 0), 


OLST, 0< x—<1) (2.10) 
ux, 0) = us (z) (0s x < 1) (2.11) 
Ou, _ Өш, 
EY (0, 1) Ө (1, 1) 
(Orem T) (j= 0,1,2, 3) (2.12) 


的 解 Cx, £7), 23 e 一 0 时 , 它 趋 于 (2.9) 的 解 ， 其 中 设 ио, € 
C"([0, 11), BER 
dste(0) duh(1), yj > 0 
dx! dx! 
НҢ нь ИКТ tw 依 HI(D)(s 一 0)。 这 里 我 们 以 9 表 
ХО ЇЕ] CO, 1), H'CO)(s > 0, HIWA) Sobolev 空间 
{e| vC) € L° (Q), Dis (z) € L2(Q), 0 < ; < i] 


9 ПӘ ||? d 


ј=0 
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由 [5] 第 一 章 易 知 问题 (2.10) 一 (2.12) 的 解 wm 存在, 且 满 足 : 
uw € L=(0, T; CODAL’ O, T; H (Q)) (2.13) 


其 中 LU"(0,T; H') 表示 定义 在 10, T] 上 取 值 在 H AJE 
25 [8], ules) 作 为 < 的 函数 属于 Н, X 


r€ [0, T], зар lla - , Ol, < oo. 
100, T, H^) 表示 函数 空间 , ue, /) 作为 z 的 函数 属于 H', 
对 每 个 +e [0, T], В | ибх, ОЙ < ce。 由 (2.13) 有 


€ L'(0,7;H(Q)) C L'CO,T;L*(9)) 
X 


z (2.14) 
нь 5- 5 L'(Q)) 
由 方程 (2.10) 推 出 : 
ди Bn O'u Ou š 
Cu, _ ° LL ц. Оа 2.15 
à "ap ӨР ud O ado 


由 此 及 边界 条 件 , 从 线性 型 方程 解 的 光滑 性 定理 推 得 : 
€ (О), uw, € L'(0, T; H'(0)) 
0 —Q x [0, T] (2.16) 


我 们 现在 对 间 题 (2.10),《2.11), (2.12) 的 解 作 先 验 估计 ， 
引 理 1 # we L'CO), WA 


Г leror < C (2.17) 
уе | so, < (2.18) 
Hh, HR < УЕ 无 关 ， 


证 明 将 方程 (2.10) Ж u 对 * 作 积 分 ， 在 周期 条 件 
(2.11),(2.12) F , Hz 
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1 d э | "dr жа 
rie lotes | ( E 0 
由 此 即 得 (2.177 和 (2.18)， 


引 理 2 ”对 一 切 函数 (x) € BQ), & 


Ou & 
Әх? 


lla, < со осо + 


l | 
y (2.19) 

Lio) 
dv | 


dx 


5 


м < 110 ( Поз + „ў Cw 
LO) L*in) 


证 明 (KI6]1:8 — E BJ TRIER: 
[H*(0), H'(9»lu = Hi(Q),H'(0) = L'(Q) 
Еж: H*(Q)CL'CO), fEZ 
AIT = elle llui = йө о, le [осо 
Вр48(2.19), ЖИ, [Н%(д), ноу = H*(9) 
dV 
| 
由 此 推 得 (2.20). 
引 理 3 若 (€ H'CO), WE 


| Ou, 
Ox 


| «ello 
(0) 


< š : 
L" (o. T; (9) TRE (2.21) 
/ Ou, | | 
ix pe gy < (2.22) 


这 里 ,常数 < 与 6X3. 
证 明 ”将 方程 (2.10) 乘 以 
"EP 


+ 20 一 一 上 


Ox? 
对 x 作 积 分 ,利用 周期 边界 条 件 可 得 ; 
„24% 


Әх? 
或 
P 4 1 
ё | 二 (ee \ | ax 
dt 013 Ox /] 
Ou, Ән, 
26 |. "E Ha 3 d 
à 
— 2as | (2) dx = 0 (2.23) 
п Әх? 
由 此 得 到 
| | | Gus | 
di | Ox ! Dun I Ox dium 


和 (2.24) 
将 (2.24) 对 z 积分 之 并 除 以 “得 到 


= ж, ш. |, x 


n 
— || иа 


| 1 " 
"im gt 5 d 
P кык 1) x 


ОЕ; 


因 | 


|, “оа: < llu.C lle colles GO lin 
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= clu (由 于 (2.17)) 
E va 
< aliu Ой, (Iul | ol, ) 


| (注意 到 对 ze HQ), 有 llela © 121 
| ( шы я B 


<a +o) EF 


<= c, + е». a. (p|, 
| " Ou. . а> 
2 Ox. Ox! 
= [Iu Се) ако Зн T 
SILET Әх 11140) || 8x? | Dum 


=) l. ) 


< cslu COLL (us CO + 


L. ( 依 (2.19),(2.20)) 


«(i oL 


ц 


IM Ce) ||? | 
<o +E ( 依 (2.17)) 
若 虑 到 量 后 不 等 式 ,我 们 从 (2.25) 可 得 : 

m ma |, Palol) 19) ag 


duy p m ; 
<| dx - 十 TF NET dx 


NO] 
Ox 


^a) ||? 


Ox? 11220) 


Lo +8), 
(m 0 


由 此 即 得 (2.21),(2.227)， 
利用 方程 (2.10) 


ди, 


Or 
再 由 (2.21),(2.22) 有 
ca fE L'(0,T;H"(0Q)) 上 一 致 有 界 (227) 


+ + 
2 |1 (ду 


Ё 


de + c (2.26) 


| 


Ji 


由 此 可 得 


| Ou, Ou, 
| да. (0) FE 


| da = с 
iu 


Я ди, a O'u, SEN 8'u, 
* Ox Әх? Bx' 


由 于 (2.1),(2.18),(2.21)(2.22) ,(2.27) 能 选取 子 序列 u 使 
и. и, fE L"(0, T; L'(Q)) чїй. 


m 在 L*(0, T; L2(Q)) rn КС 
x Xx 


ба. AA, 在 LA(0, T; H(0)) Ж 
д; д; 

从 第 一 ,二 个 结果 ,推出 и, эи ŒE L?(0, T; H'(Q)) msg 
化。 从 第 二 个 结果 推出 w。 -> 在 L"(0, T; 12(0)) 中 强 收 
敛 。 不 难 从 (2.13),《2.10),(2.11),(2.12) 取 极限 , 且 


ы ,, Ou (2.28) 


[a 
x Ox 


在 L"(0,T; L'(0)) ци г. 因此 方程 (2.10) — u, + 

HH. + uus, = 0， 即 得 到 我 们 要 求 的 解 。 我 们 有 如 下 的 定理 

定理 2 设 иє R, = 0,u(x) € H'(0), (0)=x(1), 
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则 存在 函数 u(x, D, нє L"(0, T; H'(Q)) 且 满 足 


ч“, tz € L”(0, T; L'(Q)) (2.29) 
н, + uus + рис == Ü (2.30) 
u(x, 0) = ux) (2.31) 
«(0, г) = u(1, t) (2.32) 


定理 3 设 pe R, n0, m € H'(0), 00 = 


Pu G — 0, 1)， 则 存在 定 解 问题 (2.9) 的 唯一 解 . 
附注 如 果 иЄ L*"(2), H 
d i(0) aa "2. , Vi> 0 


dx! 
则 (2 .9) 的 解 we L=( Q). 
在 [7] 中 对 初 值 问 题 
и, 十 них 十 uir. — Bu. == Ü 
(: > 0, — oo < z < +оо) (2.33) 


s(s,0) m g() (ок со) 
建立 它 的 解 u 的 关于 e 一 致 的 先 验 估 计 ， 从 而 证 明了 KdV 
方程 初 值 问题 

t j Hu. F ou. 0 (0—00 < х < 400,22 0) 
u(x, 0) = g(x) (一 oo < x < +оо) 
解 的 存在 性 ,唯一 性 。 对 于 更 广泛 一 类 Кау 方程 , 复 KdV 
方程 \ 以 及 高 阶 Кау 方程 组 各 类 定 解 问题 解 的 存在 唯一 性 
XE 3825 [8] —1[15]. 


(2.34) 


第 三 节 ”一 类 非 线 性 Schrödinger 方程 组 的 
周期 初 值 问题 


我 们 考虑 如 下 一 类 非 线性 Schrödinger 方程 组 的 周期 初 
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值 问题 。 
itj — tijs + BCx)q(oa il^ + os] uil )uj 
Tou = 0 (1,2, 0 xx, 120) 
(3.1) 
ио = uil), 0 < + < 2л, j= 1,2 (3.2) 
uj(x, £) = u(x + 2z, i), Мх, > 0, j= 1,2 (3.3) 
其 中 ，i 一 MV 一 1, on, os 为 正常 数 ; 8(x) 是 有 界 的 周期 为 
2r УЗРА К, q(5) 22 0, se [0, +оо), KUG — 1,2) 为 
有 界 的 周期 为 2x 的 实 函 数 。wj(x,!) 289 BOR AER, u$ GOD 
(j= 1, 2) 为 已 知 的 复 值 周期 为 2r 的 函数 。 定 义 内 积 


| [^ E Du Ov | 
(f. g) | [gdx, а(и, v) | ma dx, 


我 们 先 对 问题 (3.1) 一 (3.3) 的 解 作 先 验 合计 . 
引 理 1 EWER: G) ee), 46), KO JXK 
Ж„ Gü) wiCx) € La 则 问题 (3.1) 一 (3.3) 的 解 ulr, 有 等 式 
Па? Се) 112, = 512, G = 1, 2) (3.4) 
WEBB. EGD m HH x 积分 可 得 
им» ш) 十 абыш» uj) + (ВС) 4Сол |.| 
+ os u| uj, wi) + СКС), wj) == 0 (3.5) 
由 于 о(и;, uj) 2 0, P(x) ЗЕЙ, 


(qui, ш) == N BCx)4| ДЕЕР 


(Kiu;, uj) = F kj G) | uj| "dx, 
由 (3.5) 取 虚 部 即 得 (3.4). 
` 892 若 满足 条 件 G) ол, on HIM, P), k (z), 
q(s) 33293: ЁС; Cid) € Lasp (ж), OCoa il + | i?) 


eLa X, 06) 一 4)az， 则 问题 (3.1) 一 (3.3) 的 解 成 
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 — — — mmm s ma e а 


立 等 式 : 
Talle 10, + оз |12112, P N BC) O Con id" t aud uil) )dx 


十 N ZMODLT" “|° Eu "CST MER Е ldx 
ч слао 2, 十 cll iit, 
š |” BG) QCoa Vil? + cala] dx 


+ [^ Сола)? + бой? 14х (3.6) 
证 明 ”我 们 将 (3.1) 乘 以 ин, Hx 作 积分 得 
Ti ITE uj, ) T CT tiis: ) 十 (B(x)qt on| "i + с, | uil )ui ' и) 
+ (Kini, ин) = 0 (3.7) 


1 d 
因 Re (Wrst jn) = P p^ IM A 


Re (kittiy ин) == T u N kj GO |u; ldz, 
Re (в (х)4(а |.| “十 о. | ii^ )u;s сач) 
+ Ке (B(x) qt( Ta | ta) |° 十 Sal ui^ Juas Tala) 


ЕЕЕ : N #(<)q(cal|s |? + йу] a |") 


。 Z CACAH + 05] ul dx 


яаа РӘ. "ND 
= E i BC) Qoa |ui |^ + 08] sil и 


ы” 


于 是 由 (3.7) 取 实 部 ,并 对 i= 1, RU on; 对 1 — 2, RA 
EET 二 式 相 加 得 

1 d " T 

2 Де: (91111111, Ж dyllu) 


7254 


— armas GEO s” r mms mms s s 


| ` FEDI CACAN 23 9з ||?) dx 


0 


| 
|” [k,(w)on| и, |? + &G)os |н, |*]4х 


即 得 (3.6)， | 
FRAR, q(:) 2 0, B(x) 演 0， 且 为 有 界 ， 并 且 ou — 0, 
ou 一 0， 则 对 间 题 (3.1) 一 (3.3) 的 解 有 信 计 : 
jaiz ГЕ = Cis [ж |}, = с, 
N Bx) Of on |i |? T Ox |u| )dx =< с, (3.8) 
其 中 „Ж Суу C3 仅 依 赖 于 初始 图 数 及 其 导数 。 
证 明 由 (3.6) 及 引 理 条 件 即 得 。 
$3 101, %< e (3.9) 
其 中 ,常数 с, 仅 依赖 于 初始 函数 及 其 导数 , 
证 明 由 引 理 的 结论 及 Sobolev 不 等 式 即 得 ， 
引 理 4 若 满 足 引 理 3 的 条 件 , 且 设 ui() € H' G= 1, 
2), 则 问题 (3.1) 一 (3.3) 的 解 有 估计 : 
E а a E css гар [ши = с, (3.10) 
其 中 ,常数 c;，cs КТ EUIS ER RUDI RESI ТАЈ 5, 
证 明 由 (3.1) 对 + 微 商 一 次 ,并 乘 以 u ERDI 


ЄТ uj.) n E T3 Wisi) 


+ (800 -#- ибо nl? + mall), n) 


T COT ин) == 0 (3.11) 
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————— 9 ао 


因 
(eco E ш;@Се›, | и, | + оз |н), ni) 


5 р ВС) (са |: |° + oslu?) luj ax 


十 jr BCx)a' A Con |ui] + osl|u |) 


zug, Bon taa p E ans 


б 


和 
||, Ва = Con is 十 73 | ua dl uiui dz 


< ella Coa li |? + о |12) 
IN daf |н] - А] + ftal Veel Tias t {ин 
« ei 1.11, + 16108,7 
于 是 由 (3.11) 取 虚 部 可 得 ， 
< [luu СОЛ, + alf, < esas Со, + | COT] 


”由 Gronwall 不 等 式 及 引 理 的 条 件 即 得 (3.10). 
我 们 现 定 义 定 解 问 题 (3.1) 一 (3.3) 广 义 解 。 空 间 上 2= 周 
期 函数 TEF t) € HA SUR T; Н), uj, € LC, T; L) Є == І, 
2), О0о + оъ) € La, (Fik 0G) = (аса) 
КЖЕ We|B] RI (3.1)—(3.3) 89] M RE EMERIT Ед: 
Син» vi) 十 (Hiss tjs ) 十 (Buig( gn |м, |? 
+ Talal’), vj) + CUE vi) = 0, (3.12) 
Vv;(x) € H', 120, j= 1,2 
(ші | vi) us CION vi) Ci =], 2) (3.13) 
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由 Galerkin 近似 解法 或 将 (3.1) 写 成 积分 方程 ， 
Wi 一 SCDMA + | sG — va on la(s, т)? 


十 cos ux, T) ui + fj) + их, r)]ar 


其 中 一 лн, 用 压缩 映照 原理 。 我 们 易 得 问 


xr! 


题 (3.1) 一 (3.3) 局 部 解 的 存在 性 。 由 以 上 先 验 估计 ,可 得 
定理 1 若 满 足以 下 条 件 G) oz 2 0, oí 20, 周期 为 
2л BEAR p(x) 22 0, (и) 4(5) ARAR, q 5) € с, 
905) 2 0,5€[0, оо); 而 (xz 为 有 界 的 实 函 数 , 且 为 2x 的 周 
HES, Gii) we(x) 为 周期 复 值 函数 , 且 ub € H°, WERE 
问题 (3.1) 一 (3.3) 的 广义 解 是 存在 的 ， 
定理 2 若 4(s)€ ct, s€ [0, +оо), (a) DARRA, 
则 定 解 问题 (3.1) 一 (3.3) 的 广义 解 是 唯一 的 。 
证 明 设 有 (3.1) 一 (3.3) 的 两 组 广义 解 sl, G = 1,2), 
4 wi y 21,1 = 1,2, F1(312) RTT 
Кюн, vi) + (wis, Vir) + (POX) ug Can iul 
十 csl) — "TOP CMEA i 
十 951211), 05) + (hj wis vj) = 0, (3.14) 
s; £ H', £ > Ü 
to; | у = Ü (3.15) 
在 (3.14) 中 特别 取 vj = wi, HAF 
anll? + aale Du; — q(ox| zil* + ом | 2212); 
=" q'(#)[ox( ia — |zl + ot ll’ — 1:021» 
+ 40| nil? + оз |2012) (и; — zi) 
ІХ, š 在 |411 + ||? 和 LZ |231? B], 
所 以 
ICIOLF (C i^ + cala] 2u; — gGOCoal zil* 
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十 oail zal es wj)l 
< max 19691 | Could + 1910061. 


* lille * >, Cielle + lille) 
j=] 


+ [Сога]? + os ЕРУ 


(È leaise) 


由 (3.14) 取 实 部 ,对 j 求 和 可 得 
12 nume. ni 
L £. luli, < e 27 Vlll 


由 Gronwall 不 等 式 及 wi(0) = 0, 18 uj = zi, 

附注 1 对 于 非 线性 Schrödinger 方程 组 (3.1) 的 初 值 . 边 
值 问题 , 即 它 的 解除 了 满足 (3.1) 外 ， 还 满足 初始 条 件 (3.2) 以 
K | 

| о = u;| =, = 0 (3.16) - 

上 述 的 定理 1 定理 2 的 结论 仍然 成 立 ， 

附注 2 ”如果 初 始 函数 和 方程 系数 具有 更 高 的 光 请 人 性， 
则 由 常用 的 对 方程 微 商 的 方法 ,可 得 到 问题 (3.1) 一 (3.3) 的 古 
Ste (E. 

对 于 更 为 广泛 的 一 大 类 非 线性 Schrödinger 方程 组 ,多维 
非 线 性 Schrödinger 方程 ， 具 有 积分 型 的 非 线 性 Schrödinger 
方程 组 整体 解 的 适 定性 ,可 参见 [161 一 [23], 


mua ҖЕ ЫЕ Klein-Gordon 方程 的 初 值 问题 


我 们 现 考 处 非 线性 Klein-Gordon 方程 的 初 值 问题 ， 
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i сыгыл | 


Du 一 Ан + m° = — l |u| "u, 证 所 RU. г > 0) 


дг 
и(х„0) = f(x), x € KR? (4.1) 
era; 0) = g(x), x € R? 
Ot 
其 中 , m, 220, да 2.49 8. ， 我们 将 用 抽象 和 
ðr? Өх Ör . 


分 算 子 的 这 孜 方 法 ,证 明 初 值 问题 (4.1) 整 体 解 的 存在 性 。 
我 们 先 将 问题 (4.1) 化 为 对 变 元 # 的 一 阶 方程 组 : 


ÊE ди + m'u = — ul 
Он y 
8t 
u(x, 0) = f(x), v(x, 0) = g(x) 
Bk. 
¿e (9 _ ( м г рс) = APO) 
E pU | (4.2) 
ete 0 (69 | 
i g (z) 


我 们 将 应 用 一 般 Hilbert Zi8]39 3E EB SIC VE BAR] 88 ( 4.2 ) 8 
的 存在 性 \ 唯 一 性 。 我 们 先 取 Hilbert 空间 9e = L'(R), 4 
B'= —A + т, DA B 是 闭 的 ,我 们 以 20 表示 直接 和 
a = D(BYDD(QÉ ), 它 具有 内 积 


(Qu, v2, (н, v))a = (Bu, Ви) + (v, v) 
. Ф 


共 中 ,9 一 (“) (оо), Deme. 
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жы : "y im 1 (4.3) 


则 容易 验证 4 在 €. 上 是 对 称 算 子 , BAENA D = 
D(B)GD(B). 4 也 是 闭 的 。 我 们 可 进一步 将 (4.2) 写 成 算 
子 方程 形式 : 


ЯФ Ap Hp) 
dt d (4.4) 


| q(0) = фо = (GO, g(z)) 
现在 我 们 先 对 (4.1) 的 解 进行 估计 ， 
引 理 1 і «cc; CR), Du 
lelle < Rl Bull; (4.5) 


证 明 记 3 为 u, WE 
аба) 19 4 | аја 
于 此 对 x; 积分 ,对 固定 的 ! i, UH 
jula) к(а) (ава) 
* (| less dns) 
不 等 式 两 边 积 分 ,并 应 用 Schwartz 不 等 式 ,得 
j. |а |х = К Чы leslie) 
[rm 
«к(а ) (C, pus Pa) 
TU 


由 此 易 得 
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(тача) < KClsslb + usb + las) 
кед + [йй + Їй) 
< KIA + mel, 一 K| Bul 

其 中 


&(, k) 一 208 » e I hu(x, г)ах 


(x. k= Plu. k) 


引 理 2 设 Hi, 24 ts € D(B), 则 
Tues], < Kl Bill Bui, Виз, (4.6) 
证 明 < 4€ D(B), в cz (R?) 为 本 质 自 共 斩 ,我 


们 能 选取 函数 序列 ú, € G(R). 使 得 m> и, Bu, — 
Ви, 选取 子 序 列 , 仍 记 为 uns M w, ЖАШЯТ н, 
[+ — ugs = [С^ E Um) (un + ишы 十 и ) lla 
< Кн, 一 „1410 + tatim + 65010 
< Kus — 6 |С 18 + а lll, 
+ {нь} < K||Bu, — BusliClBunll 
+ 1Ви, |184,1 + Bus |18) 
因此 iul) 为 上 ; 中 的 Cauchy ВЯ, BE E REUERIESXT ws 
В, wE Li， 上 面 不 等 式 取 极限 有 


leli = lelh < К] Ви]; 


引 理 的 命题 由 应 用 两 次 Holder 不 等 式 即 得 ， 
引 理 3 对 一 切 «1, Ф626, ЈЕ 
ШЕЗЭ = Klel, 
lJ(,) — Јр) < Cle lol], — pll 
证 明 令 p= (us, WESE 2, 


ТСР) 一 Aic K|Bu < К. 
IIEP) — Hp = ПАС, — мг) 1, 

= K||B Çu — %) 1018.1 + I| Bulli! Buil; + |BizlB) 

< Кф, — ФСФ? + ФФ + lel’) 
即 得 5| 理 . 

引 理 4 设 pı, p€ D(A), Wi 

14JC9)ll < Klel l Ael s 
HAC Cp) — JCP) 
S Clo, lols loi; Ap CAP — Apl) 

证 明 4 Q; = (uo о), 于 此 wc DCB’), v; c D(B), 

我 们 计算 | 
Bu, = (Ek + т), < [CER + m ål 
= || B'u|B 

因此 ,由 引 理 2 有 

I Gu uilla == [[2ин„и 十 ЖГ < K|| B ull; i || E itzi |в 

< K[ Bull Bull; 

于 是 

AJ Cpl? = 21 Виш: 


- 10а) + Pera 

< KO Buil] Bul? + || Ви) 

< Kl Bull ^l < Кф 
我 们 已 证 了 第 一 个 等 式 。 为 证 第 二 个 等 式 。 由 引 理 2 和 上 式 
有 

" | Се, — “йш. 
< luis — m), + (и! — C, 
+ 124), Ch]? — 14 
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+ 2 — в). ulli 
=< К(||Ви,[|В (u, — иа) 15 Bl BGs 
+ u3) 2] B (и, тт mlli) 
< K(Cllgil'lld(gi — 96^ + ДАФ tle 
+ [фә | 4(ф, — 921 
因此 ， 
lA(J( 一 NPD = P| B Cuin, — uim); 
E > luti, — аш), + тїнїн, — иш! 
< Cled lil. Ag.) — p 
+ C(lleill; Npal DAC ps — pal’ 


其 中 ,我 们 多 次 用 到 了 不 等 式 [Ви] < КВ, ЗЕКЕ, 


引 理 5 设 u(x,t) 为 (4.1) dE [0, T] 上 的 解 , 其 中 
u(x, 0) = Сх) Є D(B'), TEF 0) == Сх) € D(B), 则 有 


1 1 1 
EC 一 二 ILLOD I CAD] 


十 |ja(x, D) dx 


Ej t Жж. 

证 明 G9) = (и(х, ғ), ш(х,!)). RASA (€ [0， 
T], Се) EDCA), 我们 有 u(*,:))e DCB’), и(+,‹)є DCB) 
Vie [0, T]. A po XB, u, m 作为 L'CR) 上 的 
函数 值 为 强 可 微 。 且 


(0 60 о) ав, 


F° + Ah) — u, (t) 65) 
h 


– 09| - 0, es 
从 此 推出 EGO 的 前 二 项 是 可 微 的 ， 为 了 证 朋 它 的 第 三 项 也 
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是 可 微 的 ,我 们 从 引 理 1 和 Holder 不 等 式 推出 
站 


u 
А 


= [ull Bull?" 


=), 
由 此 和 (4.7) 推 出 (x) 为 强 可 微 , 因 此 
| (г, x)l'dx = Gi2 Ga), v C» 
是 可 微 的 ,于 是 EG) 是 可 微 的 , 且 
r L (Bg LL " 
E' (г) 2 (Bu,, Ви) 十 2 СТ » 


十 Cutty, (°) + (Ви, Bu,) 
+ (ина) + — G, иш) 
= T (u,, В?и + un + Alu u) 
+ + Bu + u, t Alul u, uu) = 0 
其 中 ,我们 用 到 了 = 满足 的 微分 方程 
有 了 以 上 对 间 题 (4.1) 解 的 基本 估计 ,再 应 用 如 下 的 抽象 


微分 算 子 的 解 的 存在 定理 , 我 们 就 可 以 得 到 《4.1) 的 解 存 在 
性 ,唯一 性 和 光滑 性 ， 


我 们 现 考 虑 算 子 方程 (4.4), 设 4 为 在 某 Hilbert 238] 227 


ЮВ Я. л ра) 2 8€ 的 非 线 性 映照 ,我 
们 的 问题 是 寻找 J 应 满足 怎样 的 条 件 ， 以 保证 对 任何 pE 
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ra 


D(A) 存在 唯一 的 在 227 上 取 值 函数 p) telO, co)， 满 
X ` 
| y = — idp + 1(9) um 
q(0) 一 po 
SAYS TRIER. 
定理 1( 局 部 存在 性 ) 设 4 为 Hilbert 空间 9€ 上 的 自 
JEE T, B. J D(A)— DA) 的 映照 ,请 足 : 
(Ho) Cp) = СОФІЇ 
(H) AIC S С( „| А‹ф [|4 | 
(Hi) lJ(9) — Ф) =< СОФ, Пе — Фф 
(Hi) |4(J(9) — Ф) < ССІ, lapl, lol, 
[АФ [Аф — Аф], Yp- $ €DCA) 
其 中 ,每 个 种 数 C 为 所 指 模 的 单 增 函 数 , 则 对 一 切 me DC A), 
存在 T 二 0， 使 得 (4.8) 在 [0, T) 上 具有 唯一 连续 可 微 解 ， 
且 对 一 切 фоє tellloll < 2, ||Аф[ < 2}, T BEXERCS — 3X EX 
y. 
定理 2( 局 部 光滑 性 ) 
(1) ZAE Hilbert 4  F-26 B JESER T.H. J 为 
D(A) — DCAD, (1 = ; = n) 
的 映照 且 清 足 ( 对 j= 0, 1, -:+, n): 
(9) ||4'7C9)ll < СОФІЇ, -lipido 
(Hi) |4'CJ(9) — GD) =< ciel, ПФ, 4 
lapl, ПАФ) - 4o — Aio, 
Vp, o € D(A:) | 
其 中 ， 每 个 常数 С 为 它 的 变量 的 单 增 函 数 ， 则 对 一 切 pE 
D(A"), n> 1, E T, > 0， 使 得 (4.8) dE ie [0, T.) E, 
具有 唯一 解 o6) € р(4°), (€ [0, T), Tü p € #6 
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{ФА ФЇ <;,‚1==0,1,---‚ n) 
MAERT 一 致 成 立 。 

(b) 如 果 比 (a) 增加 假设 ,对 1 < n, J 具有 如 下 性 质 : 若 
Pj 次 强 连 续 可 徽 ，p4t DeEDCd4 4), A79 Q0) 为 连 
EROS TJ K S 1), Wl J6pG2) 为 1 次 可 微 。 

PD € D( A"71?), A?7i"!d!ICo(0))[di 


为 连续 的 , 则 由 (a) 得 到 的 解 对 :为 n 次 强 可 微 , 且 
| Ten. € D(A") 
z! 


定理 3 (整体 存在 性 和 光滑 性 ) 设 4 在 Hilbert 空间 9t" 
ЖЕЖ, Н п л, J 为 DCAT) — D(A) 的 映 
Ма <; <), BRES; « n). 
(HJ MICS cClielDlleli 
(H) [оф < Cel, +++, ПОА, 
j == l, 2, LED: 
(HF) AICE) — ХФ) < ССІ, +++, ПАИ 
LAIA p — Agl, Vp, Ф € DCAD, 
I= 1, 2," п 
其 中 , C 为 它 的 一 切 变 量 的 单 增 函数 ， 设 we DAT, ЕЖЕ 
由 定理 2(a) 保证 解 存在 的 任何 有 限 区 间 上 ，llp(5l| 是 有 界 
的 , 则 存在 在 Оа") 上 强 可 微 函 数 p0), ELO, co ) 上 满足 
е = — tAp(z2) + Ј(ф(0)) TET 
g(0) = po 
进一步 ,如 7 满足 定理 2 的 (b) 部 分 假设 , 则 (9 为 = 次 强 可 
sog TER epar), 


利用 引 理 1 一 引 理 6 的 先 验 估 计 和 定理 1 一 定理 3， 我 们 
可 以 得 到 问题 44.1) 解 的 存在 定理 。 
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定理 4 设 1>0, m>0, H 
je D(— À + m°), gE D(( — А + m'y?) 
则 存在 唯一 的 函数 w(x, г), 7€ R, r€ Ri， 使 得 :一 w(， ,1) 
为 在 LCR) 上 的 :的 二 次 强 可 微 函 数 , 对 一 切 1, a ( +, ғ) 
D( —A + т*'),и(х, 0) = f(x) 
u (z, 0) = р(х), НЕ 
ии — Au + ти = — |“ |*u (4.10) 
Х—И) г, БЕН Cf, gy > Cul 05 u,( ` , 1) 是 连续 的 ， 
证 明 由 引 理 3 和 引 理 4， 可 知 满足 定理 1 的 条 件 
(Hi),(Hi) 以 及 (Ho)(H1)， 因 此 ,唯一 局 部 解 pb?) 在 10, T) 
上 存在 ,由 引 理 5, EG) 对 一 切 46 [0. T) Ж, 
+ leCOI? < — eO 
+ = |. аб) [5° me EGY = ЕСО) 
A. llgCOl| 在 10, Т) 上 有 界 , 由 定理 3 解 存 在 ， 对 一 切 
t> 0, 定理 证 毕 。 | 
对 于 其 它 一 些 非 线 性 进化 方程 及 其 方程 组 ， 应 用 抽象 微 
分 算 子 的 方法 证 明 它们 的 存在 性 ,唯一 性 可 参考 [181,L26] 一 
[29], 


第 五 节 RLW 方程 和 Galerkin 方法 


我 们 用 Galerkin 方法 来 证 明 RLW 方程 解 的 存在 性 ,并 


讨论 解 的 光 渭 性 . 
考虑 如 下 的 一 般 的 RLW 方程 的 初 值 , 边 值 间 题 . 
и, + f(u), — и, == g(x, 1) (5.1) 
и |, ™ ш \®) | | (5.2) 
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—r rama — 
aswaa — i — m 一 -一 一 一 一 - eo 一 一 one nr mMM 


s| = = t| ga = 0 ‚ (5.3) 

在 以 下 证 明 间 题 (5.1) 一 (5.3) 解 的 存在 性 中 需要 如 下 TOM 

至 间 的 二 个 引 悍 ， | 

引 理 1 如 w€ H'(0, 1), 则 存在 常数 C > 0, 它 不 依赖 
Fu, 使 得 ， 

лир. |а (х) | < Chuh ul + lull (5.4) 


引 理 2 i$ feC*(R), Kk 21, H 0) = 0, 如 u(x, 
:1)€ L"(0, T; H*(0, 1)), M) f(u(x, г)) € L"(0, T; H*(0, 
1)), 且 有 不 等 式 : 
lfCuCGO lato < M lu Ce Luton 
和 
Сис) ато < CAL + lelli ) 


(5.5) 
-lulat (k = 2) 


于 此 M 和 C, 为 常数 . 
我 们 记 (0, 1)=0, О=0х[0,Т],Т>ф 
我 们 有 如 下 定理 。 
定理 1 设 了 > 0 为 一 实数 ， 
g(x, (2€ L"(0, T; L'(Q)),u (x) € нер), 
H.f(2€ CRJ)J， 则 存在 唯一 国 数 xx， г), (х, t) € Q, В. 
足 条 件 


u€ L"(0, T; H'(Q)) (5.6) 
u, € L"(0, T; H(Q)) (5.7) 
и, + (J(u)); 一 ue = р(х, t), ЖО E (5.8) 
MEF 0) аы ta (x) (5.9) 


附注 ”无损 于 一 般 性 , 我 们 恒 设 1(0) 一 0， 事实 上 ，, 车 
f(0) 0, HEHE 
н; + (A(u)); — пуд “т I z) 
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于 此 , AG) = f(s) — 100), 它 等 价 于 方程 (5.8). 

证 明 ”首先 我 们 看 到 (5.9) 具 有 意义 . 事实 上 、 由 (5.6)， 
(5.7) 及 第 六 章 的 引 理 1 可 知 ulr, г) 在 :一 0 能 确定 。 本 定 
理应 用 Galerkin 方法 分 三 步 证 明 : (1) 构造 方程 (5.8) 的 近似 
Е; Gi) 对 近似 解 作 先 监 估计 ;《〈ii) 对 近似 解 取 极限 ， 

第 一 步 ,构造 近似 解 , 设 (w) 为 空间 НКО) 的 基 函 数 ， 
对 任何 m € М, wi, wa w 为 线性 无 关 的 , 作 (5.8) 的 近 


UR, к= — (x, 0) = 57 z (Ow, G), Ж, Ж SNO 
为 方程 
(uud Fas а (OL) ow) ee (go du). 
——G npa (5.10) 


所 定 。 这 里 a(u, v) TES |. a А Е dx, A но € но), ДІ | 


存在 常数 Cy ms ОЛЫ? m), 使 得 当 wow = > Ciy 
有 


"€ ii 在 HQ) P, m oo (5.11) 


如 果 我 们 附加 方程 (5.10) URR, €" (0) 一 wom TUI 
我 们 得 到 未 知 函 数 gm 的 常 微分 方程 组 , 具有 初始 条 件 ， 
gvm(0) 二 Com。 这 方程 组 由 于 基 阔 数 {w,} oem 是 线性 无 关 的 ， 
因而 g,» 的 系数 矩阵 是 可 道 的 , 它 的 局 部 解 是 存在 的 。 因此， 
在 [0, tn) E TE EJT ER 8.10) BO REL C осн. Е Г 
由 于 建立 了 先 验 估计 ,可 知 它 的 解 可 从 [0,5,) 延 拓 到 [0,7']， 
T 为 任意 有 限 正 数 ， 

第 二 步 , 作 先 验 估计 , 乘 近 似 解 满足 的 方程 (5.10) 两 边 以 
£y), 并 对 YY 从 1 到 mw 求 和 ,我 们 得 到 
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I ub od ЧЕТИ 
> 4 AE ae, vm) 


— (би), 0) Св мт) (512) 
如 令 
К) 7 ой 
a DA а ау КТ 
Üx Ox 
Bw. € HIC), МО, D = Ка, 0 0, 我 们 有 
(а^), E 
则 由 (5.12) 有 : 
+ (Uur? + аит, и) < leCOP + lin 


,!), WV: 


由 Gronwall 引 理 和 mn F ш, RATES 
атаа < e, Vr€ 10, T] (5.13) 
其 中 ,常数 e Emm. BETA, 3 окан u^ 属于 
L*(0, T; HA 的 有 界 集 ; 因 此 ,wm 三 = u, 在 L* (0, T; 
HX 9)) 中。 
我 们 再 来 作 er 的 估计 ， 将 (5.10) 两 边 梯 以 gos (0, HA 
у 1 т, 80119 21 
lui! + alur, u7) s 1 (Ки"), ит) + |C ае) 
ИСӘ + еб) нт | 
由 引 理 2 和 估计 (5.13) 可 得 
е liio © с, (€ [0, Т) (5.14) 
其 中 ,常数 e mx. Б, н ET LO, T; H(O)) 的 
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因此 ,从 (5.23), 令 m — oo， 我 们 得 到 

(и, Wa) + а(и,, mV) + (Ки), ш„) = (g, ш„), 

对 一 切 成立， (5.25) 
由 于 {a 在 НКО) 中 稠密 ,因此 有 
(ш, >) + alms v) + (I(u) v) = (g, v), Ve € H(Q) 

且 * 满足 定理 1 的 条 件 (1)— iii), 

现 让 我 们 验证 w 满足 初始 条 件 ， 事 实 上 ， 因 为 在 L™(0， 
T;L,( Qh и" S u. mpi, 

|, G", ode > | Cu, ds vo € L'(0, Ts LC0)) 


(5.26) 
H(5.15)8: 


Nc v )di 一 KOOLA: L'(0,T;L,(9)) (5.27) 


现 考虑 vlr, 1) = Owl), w) € L(0), 8 € C'(0, 
T) 使 得 6(0) = 1, Ө(Т) = 0, 如 我 们 取 v =8'w F (5.26) 
WI v = 8w 于 (5.27) 中 ,可 得 到 
lim(u"(0), w) = (и(0), w), Vw € L9), 


BI (0) 一 4(0) 1.00) ф, «(0) = m, 
为 了 证 明 解 的 唯一 性 ， 设 有 对 应 于 同一 初始 条 件 的 二 个 
и, о, Д г = и — 0, ШВ 
p — m, + Ки), — Ко), = 0 
jx, 0) 0, w(0,:) — w(1,1) = 0 
于 是 w 满 足 方程 


TIT DP — 
1 (2) Cell? + lel) = GG — Io), ws) (5.8) 
E5138 1, 5| B 2 和 (5.28) 得 到 
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因此 ,从 (5.23), 令 m — oo， 我 们 得 到 

(и, Wa) + а(и,, mV) + (Ки), ш„) = (g, ш„), 

对 一 切 成立， (5.25) 
由 于 {a 在 НКО) 中 稠密 ,因此 有 
(ш, >) + alms v) + (I(u) v) = (g, v), Ve € H(Q) 

且 * 满足 定理 1 的 条 件 (1)— iii), 

现 让 我 们 验证 w 满足 初始 条 件 ， 事 实 上 ， 因 为 在 L™(0， 
T;L,( Qh и" S u. mpi, 

|, G", ode > | Cu, ds vo € L'(0, Ts LC0)) 


(5.26) 
H(5.15)8: 


Nc v )di 一 KOOLA: L'(0,T;L,(9)) (5.27) 


现 考虑 vlr, 1) = Owl), w) € L(0), 8 € C'(0, 
T) 使 得 6(0) = 1, Ө(Т) = 0, 如 我 们 取 v =8'w F (5.26) 
WI v = 8w 于 (5.27) 中 ,可 得 到 
lim(u"(0), w) = (и(0), w), Vw € L9), 


BI (0) 一 4(0) 1.00) ф, «(0) = m, 
为 了 证 明 解 的 唯一 性 ， 设 有 对 应 于 同一 初始 条 件 的 二 个 
и, о, Д г = и — 0, ШВ 
p — m, + Ки), — Ко), = 0 
jx, 0) 0, w(0,:) — w(1,1) = 0 
于 是 w 满 足 方程 


TIT DP — 
1 (2) Cell? + lel) = GG — Io), ws) (5.8) 
E5138 1, 5| B 2 和 (5.28) 得 到 
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J. (e + lwl) < Са 
dr 


Hh, c > 0， 与 上 无 关 。 因 此 w = 0, 

下 面 我 们 讨论 弱 解 的 正则 性 。 我 们 选取 Galerkin 方法 的 
基 函 数 为 一- 维 Laplace 算 子 的 特征 函数 , 则 可 得 到 解 的 更 高 的 
光滑 性 。 设 {由 ,} ,en 为 一 维 Laplace 算 于 在 L,( Q) 中 的 特征 
函数 ,由 [6] 可 知 . {Ф„} ЖЕ 1.00) MAA) RAZREZA. 
我 们 知道 we H(A), 为 任何 正 整数 ,以 V4 表示 在 НКО) 
H, p, HARRERA. 

定理 2 设 g(x,1)é L”(0, T; H*(Q)), 使 得 

D'"ec L"(0, T; H(0)),v— 0,1,2,-**,]j 


B £—2j20 №) = =, me Ttt， 则 对 每 一 个 非 负 整数 
, 仅 存在 一 函数 ul), 它 定义 在 上, 且 满足 条 件 


иє1°(0, Т; H*"(Q)) (5.29) 
D"uc L"(0, T; H(9)),v—0,1,2,--*,5, 

上 十 1 一 2j 宇 1 (5.30) 
gy, € L"(0, T; H**2( Q)), (5.31) 

Ри, € L"(0, T; H(Q)), v= 0,1,2, ***,. 5 
k-2—2;21 (5.32) 
и, + uu, — ик = р, ТЕ L=%(0,T;L,(Q)) rh (5.33) 
н#(х„ 0) = ux) (5.34) 


证 明 设 a" (rur) 为 定理 1 所 定义 的 近似 解 ， 我 们 考虑 
特征 函数 Ф„ RÈ w,, 我 们 有 
Си", ф„) + (GT). Pa) — Сит» Pa) 
= (f, p) p = 1, tym (5.35) 
| u" (0) = us, (5.36) 
其 中 ,wm Das, dE HHO) 中 。 我 们 注意 到 


.2/3* 


А?ф, = (— А,)?ф, 
对 一 切 p, Tt p 为 非 负 整数 ， 
我 们 将 用 归纳 法 证 明 (在 定理 的 假设 下 ) 
lu" Па sm C, Vre [0, T] (5.37) 
lario lytt m C, Vie [0, T] (5.38) 
Atm, С > 0, 5 m, ЛЖ, 
首先 ,如 同 定 理 1 的 证 明 ， RAPAE Lapiace 
算 子 的 特征 阔 数 。 由 定理 1 的 假设 (5.13),(5.14) 有 估计 : 
luz Gl =< C (5.39) 
其 中 ,常数 C > 0 5 om, г 无 关 ， 事实 上 , (5.10) 两 边 杰 以 
(— Ag, 并 对 zz 求 和 得 
ете d^ + [и | = — (gs ит) + CI Jes uya) 
БСН 
由 引 理 2 105.13), ВПУ (5.39), НЩ, XF k= 0, (5.37), 
(5.38) RI. 
附注 ”代替 任意 基 {w,}, 考虑 特殊 基 (Ф), НЕ 1 
的 假设 ,我 们 能 分 别 代替 (5.7) 必 5.8) 以 更 好 的 后 作 
u € L*(0, T; НСО)Г HYI(Q)) 
ui — н gn, t), YE L=>(0, T; LX 0)) 99 
* XT. | 
1(5.37),(5.38) k > 0 par. 我 们 证 明 它 们 对 《十 1 
也 成 立 ， 注 意 到 当 q 为 奇 正 整数 时 有 
Diu") = coa” D'u” + c,Du"D*7'u" 十 
十 Coi . D 2: gy" 


因此 
(Df(u"), р?и") = t(D u"), Dt u") (5.40) 
(Dilu), Ои") = x (D**f(u"), Ош") (5.41) 
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(5.35) BREL, (A, Ems 并 对 > 求 和 ,我 们 有 
Cu? , DAHU”) + (Ku), , Din) — (D'ur, 0ш") 
= (g, D* Pu") 
由 (5.40) 有 
(Ditut, DT m) + (Diter, Diu") 
= — (Dtg, D Pu") E(D u"), р?и") 


1 d 1.m[12 42 ml? 
1 (2) (pe |? + р") 
< > |D:g| + " [D Cu") + Dup 


由 归纳 法 假设 及 引 理 2， 有 
[Ditu < C, YELO, T] (5.42) 
其 中 ,常数 C > 0, E т, г EX, SURRAR 
( —2,2** + gus 
并 村 vz 求 和 ,有 f 
10022]? + |D] 
一 — (Dtg, Ditu) (Di C u”), рит) 
< 2||D**'gll* + 2j|D***f(u" )| 


+ [0% 


由 归纳 法 假设 , 引 理 2 和 (5.42) 有 
[Dur Oll « C, Yre [0, T] (5.43) 
其 中 ,常数 C > 0 与 м, 无 关 , 由 (5.42),(5.43) 即 得 (5.37)， 
(5.38), 
附注 定理 2 对 于 f(s) = Cs” 也 是 成 立 的 。 其 中 CC 为 
常数 。 为 个 正 整数 ， 
至 于 其 它 非 线性 进化 方程 应 用 Galerkin 法 和 粘性 请 去 巷 
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进行 研究 见 130] 一 [35], 


第 六 市 ”一 %@ 时 解 的 渐 近 性 和 
«Ьом up" jin] Ei 


对 一 类 非 线性 进化 方程 , 它 具 有 当 :一 co 时 它 的 光滑 解 
的 局 部 工 ” 模 趋 于 零 的 断 近 性 ， 我 们 用 一 种 较 简 单 的 证 明 方 
法 举例 说 明 。 另 外 ,对 于 其 些 非 线性 进化 方程 ,虽然 它 的 局 部 
解 存 在 ,但 它 的 整体 解 却 不 存在 ， 实 际 上 , 当 :一 (有限 的 ) 
时 , 它 的 解 的 L, 模 将 趋 于 无 穷 ,这 种 现象 称 为 解 的 blow up", 
现 已 发 现 不 少 非 线性 进化 方程 具有 这 种 性 质 。 这 一 ， 我 们 
将 举 二 例 说 明之 ， 
现 考虑 如 下 广义 Кау 方程 的 初 值 问题 ， 
и; + (и  — и) — и), = 0, (rE RJ, 1220) (6.1) 
ul. = p(x), x€ R i (6.2 ) 
引 理 1 iZ u(x, г) 为 问题 (6.1), 6.2) 的 古典 解 ， 且 清 
JE: G) lm Clul + [w] и 0С) = 0, Vr 2 0 


Gi) JG) 为 实 值 连续 函数 , 且 JO); > 0; 
ЯФ F(a)— | Kods, ШР > 0， 我 们 有 
leco] = 11911, Vr 20 
证 明 ( 6.1) д и, 得 
(u°), + СӘ? — (3(u, )), — (2](u)u), 
+ (2Е(и)), — (ч), = Ü 
在 (一 so,co) 上 对 = 积分 , 即 得 引 理 结论 ， 
定理 1 设 w(x, 2) 为 问题 (6.1),(6.2) 的 古典 解 , 且 满 足 
G), G), RAIHA: 


.276 * 


EE Dnus aM 


- | f(u)u 2 F(u) (6.3) 
N | Qa + |61200: < оо, Yr 0 (64) 
如 果 进 一 步 设 : 存在 正常 数 o, (8189 
(1—)/(ш)н Z F(u), 0 <а<1 (6.5) 
则 有 
| таа 0, t— 00, Vr > Ü (6.6) 
证 明 设 4 为 x 的 函数 , 且 4€ С', KODA 4 fŠ 
(40), + {Ales — 4,00), + Аи — ЗА(и,) 

— 2Af(u)u + 2AF(u) — Au], 

+ (—4. + d + 3A,(u,) 

+ 24,.(J(u)u — F(u)) = 0 (6.7) 
进一步 假设 4 满足 4.20, — A, + A, > 0, Н |41, 
14:| ,和 14.:| 为 有 界 ， 显 然 这 种 4 是 易于 找到 的 . (6.7) 在 
(—со,со)х[0,Т] 上 积分 ,由 (6.3) 和 引 理 1, 我 们 有 


N | («2 + uà drdi < со (68) _ 
如 果 还 满足 (6.5), 则 有 ' 
n |. usa S E asao (6.9) 


我 们 现在 利用 MorawetzU" 的 概念 ,证 明 
ү шах» 0, 1— co, Vr > 0 
设 B(z)€ C5(R), 0< B(x) <1, B 
| 1, |x| г 
diim ө Ix| 22 
则 从 (5.7) 有 


ar ir 
I" O < c | | D + Ë + Сии ах 
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—— M 


令 0 <, < :, 则 有 
(: — 4) | a(x, Ddr S (1 — i) 
. Wu Bu'(x, i)dx 
< | M Ba'(x, т)ахӣт 
+2) G — 4) | Bue г)4х\4т 
A 1 =: — 1, MI 
| u'(x,t1)dx < c| |. [u^ -+ ui + j(uQuldxdt 
M.Có.8), (6.9) n] 
|. и'(х„)йх—> 0, t— со, Vr > 0 


附注 d Ки) = a, p> 3, p 为 奇 整数 。 则 易 验 证 定 
理 1 条件 的 (i) 及 (6.3),(6.5) 均 满足 ， 

我 们 现在 考虑 解 的 "blow up” 的 二 个 例子 。 

例 1 ZEEE: 


йш — йуу = H” (п = 1) (6.10) 
u(x, 0) = mkr) (x€ R) (6.11) 
ur, 0) = (z) (x€ R) (6.12) 


易 证 ,如 a, e€ Cr(R)， 则 存在 问题 (6.10) 一 (6.12) 的 局 部 
Wu, 我 们 将 证 明 如 适当 选取 wos wm, 则 FC) = |, TP 
在 有 限时 间 将 趋 于 无 穷 ， 现 设 能 找到 ac 0, MK u vo， 
使 得 | 

(A); (ЕС) "У" &0, V: > 0, 

(В); (FOY <0, (< 0. 
则 显然 FCO 在 有 限时 间 内 趋 于 零 。 因 而 FG) оо, 如 图 
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ul -—————————— Do o Ll os E ES PD 


图 9-1 


9-1 所 示 。 

对 于 条 件 (В), 只 要 选取 Mg, Uo Elw, +o) E] E , 
则 自动 满足 。 因 

CFU Y = —aF(0)"'7*F'(0) 
= — JaF(0)'** | nid < Ü 
因此 ,只 要 验证 条 件 СА), 因 F(z) > 0, 要 证 明 (A) RBE 
明 00) > 0， 于 此 ， 
О(г) = (—a) FPC == F"F — (e + 1X F') 
| 
F()-2 | «аах 


F'() = 2 | бишен + 
Ny | das 
+ 2 | сч, — (2a + 1)u2 )dx 


QG) = 4(a + 1) C «dx ) (| их ) = (| 222] 
+ 2F() ends — | (2a + Dudas | 


TE 


上 了 式 右 端 第 一 项 由 Schwartz 不 等 式 为 正 的 , 故 只 需 使 H(z) > 
0， 于 此 


H(t) = | ds — (2a 十 +0] uidx 
= [uris + È ааб — Qa + 1) | las 
一 | u^ *!dx 一 | eax — (2a + 1) | ids 
《6.10) 一 (6.12) 的 能 量 守 恒 为 
ECG) = >f (64 + а) ах 一 - 


1 sl 

IL E 

B] E(z) Б г AE DR EG, bn Xe. a f f 
2(2a + 1) = в 1 

我 们 有 


HC = — (n + 1)ЕС) + 2a | ids 


= 


= — (n + 1)Е(0) + 20 das (6.13) 


ri 
因此 ,如 E(0) < 0, B a= = (n— 1) > 0, HIH AG? 


格 为 正 ， 现 选取 a 22 0, vo > 0, 则 条 件 (B) WE. ROK 
us PERS IES Е(0) 二 0( 当 # 十 1 > 2 时 是 可 能 的 )， 
对 任何 这 样 的 初始 值 ，F(Ce 在 有 限时 间 内 趋 于 无 穷 . 
加 果 我 们 考虑 方程 

Ир йү  — H" (6.14) 
ШЖ mn HO 518 (6.13), 如 果 п Й, Н.Н wtx) < 0, 
»(х) < 0, 充分 大 ,使 得 Е(0) 三 0, 因而 (B) 条 件 满足 ， 它 
的 解 也 在 有 限 区 间 “blow wp", 男 一 方面 ，n Јар, Ч 
Е(0) 220, 结论 是 不 清楚 的 ,这 是 不 奇怪 的 ， 例 如 对 于 — « 
情况 ,我 们 知道 它 还 有 整体 解 ， 
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例 2 我 们 考虑 高 维 非 线性 Schrödinger 方程 的 初 值 问题 


ү julu, xe R^, 120 (615) 
s| = == IOP x€ К" | 
我 们 有 如 下 结果 


定理 2 若 满 足以 下 条 件 


G), 800) = | „(|уф|#— —©—|ф|""}ах «o 
A pd 


(ii) Im NIS > 0, 其 中 r= jz|’ 
(Шш) P> 1-4 <. 
T 


则 [Va (OIT, 和 ullos 在 有 限时 间 内 趋 于 无 穷 。 
附注 R Gi) 也 是 易于 验证 的 ,例如 取 
ф(х) = e= ox), 
其 中 e) 为 任何 实 值 函 数 , 则 由 直接 计算 可 得 


Im m rjq,dx == 2 | r'|pl'dx 2 0 


对 于 其 它 非 线性 进化 方程 解 的 Bow up" ЕД „ДП 上 一 co 
B3 Xr, nr 2s Ml 36— 44 J. 


第 七 节 Захаров 方程 组 及 其 他 一 些 耦 台 的 
非 线 性 进化 方程 组 的 定 解 问题 


在 等 离子 体 物理 的 孤立 子 研 究 中 ， 对 于 激光 和 等 离子 体 

的 相互 作用 ，3axapoa 给 出 一 类 很 重要 的 方程 组 , 通称 3axa- 

pos 方程 组 ， 即 | I 
on We АА 

дг 0x! Ox? : (7.1) 
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ig, F Err — ПЕ == Ù (7.2) 
Fern, n 表示 离子 密度 的 扰动 ( 涨 落 )， 它 是 变量 x, i 的 实 值 
К, є 表示 电场 , 它 是 变量 x. C WAHAR. Захаров 找到 
了 (7.1)， 《7.2) 的 孤立 子 解 , 并 研究 了 这 些 孤 立 子 的 特征 。 我 
们 现 从 微分 方程 上 研究 它 。 为 此 , 引进 势 函数 p， 将 (7.1) 转 
化 为 方程 组 : 


On Op 0 7.3 
д; Өх? (7.3) 
PB — (я + lel) 0 (7.4) 


我 们 讨论 (7.2) 一 (7.4) 的 周期 初 值 问题 , 即 求 方程 组 (7.2) 一 
(7.4) 的 对 x 而 言 是 周期 2= 的 解 E(x, 0, prat) ERRED 
始 条 件 
s(2, 0) — (9, (xs 0) = G2, 
elr, 0) = &(x) (—оо < x < co) (7.5) 
这 里 假定 n (x), p. (x), & (x) Е И 2= 的 函数 ， 
我 们 用 Galerkin 方法 构造 问题 (7.2) 一 (7.5) 的 近似 解 , 并 
对 近似 解 作 出 先 验 佑 计 , 从 而 得 到 本 下 述 的 定理 
定理 1 车 B(x) ЄН, p (z) € Н", n (x) ЄН", 且 它 们 是 
周期 2= 的 函数 , 则 问题 (47.2) 一 (7.5) 的 局 部 古典 解 是 存在 的 ， 
根据 先 验 估计 ,我 们 可 把 局 部 解 延 把 到 大 范围 ,从 而 得 到 
它 的 整体 解 。 我 们 有 
定理 2 车 满足 定理 1 的 条 件 , 则 问题 (7.2) 一 (7.5) 的 整 
体 十 典 解 是 存在 的 ， | 
ШЖ 4—1 SHE PR BR RJ JES ә ЭФ ЕШ F АЈ 
Жї. 
定理 3 E e)€ Hg) EH ,no(x) € H' 且 它们 是 周 
期 为 2= 的 函数 ， 则 问题 47.2) 一 (7.5) 的 整体 光滑 解 ( 即 存在 
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Т5 hmmm n um ши 2 —— -r—a 


对 :二 阶 微 商 的 解 ) 是 存在 的 \ 唯 一 的 . 

有 了 上 述 结果 ,容易 研究 Захаров 方程 的 周期 初 值 问题 : 
即 求人 7.12,〔《7.27) 的 对 * 而 过 是 周期 2= HJ ox, 0, ECx, 1), 
[8 7 198 Ko RI 


п(х,0) = m), са (s, D) = s, (2), 


s(x, 0) = ex) (7.6) 
其 中 , n (x), n (x), 8 (025125 Н 2= 的 函数 。 
定理 4 n € H', n € H', g cH, BE 2r AJA 
数 , 则 问题 (7.1),(7.2)，《7.6) 的 整体 古典 解 是 唯一 存在 的 . 
对 于 一 类 кау 一 非 线 性 Schrödinger 耦合 方程 组 
iE, 十 аБу„ — ЁпЕ = 0 (7.7) 


п + 2 [ae Ез + jellem 0 (7.8) 


的 Cauchy 问题 

E |o = 6,0), n| = m (z) (—00 < х < со) (7.9) 
我 们 有 如 下 的 结果 ; 

定理 5 (i) el), m) € H'(«2 3) (1) ЖЖЖ 
和 bB 反 号 , 则 方程 组 (7.7), (7.8) 的 Cauchy 问题 和 周期 问题 
的 整体 解 是 唯一 存在 的 , 且 其 解 n(x, г), e(r, г) Є L"(0, Т; 
Н"), 

至 于 其 它 一 些 非 线性 进化 方程 的 契合 方程 组 的 整体 解 结 
果 可 参见 [43 一 46]. 
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第 十 章 ”拓扑 性 孤立 子 和 非 拓 扑 性 孤立 子 


第 一 市 ”孤立 子 与 基本 粒子 


本 章 我 们 将 研究 在 基本 粒子 物理 中 的 孤立 子 运 动 。 虽然 
孤立 疲 的 发 现 已 有 三 白 多 年 的 历史 ， 但 这 个 间 题 只 是 近 几 年 
玉 才 被 提出 来 .孤立 子 和 某 些 已 观察 到 的 基本 粒子 到 底 有 什 
么 关系 ,是 值得 深 人 研究 的 。 它 能 和 某 些 基本 粒子 划 等 号 吗 ? 
还 是 担任 其 它 角 色 呢 ? 由 于 孤立 子 来 源 于 波 现象 ， 一 般 总 认 
为 它 和 电子 、 质 子 不 相同 ， 因 此 它 能 否 措 述 粒子 ?至今 有 人 
还 有 异议 .为 了 对 这 个 问题 有 一 个 初步 认识 ,我们 不 得 不 追 
氢 一 下 人 们 对 基本 粒子 的 认识 过 程 。 大 约 在 半 个 世纪 以 前 ， 
人 们 发 现 了 所 谓 微观 粒子 具有 波 - 粒 二 象 性 . 这 首先 是 在 光 
的 现象 中 发 现 的 ， 原 来 人 们 都 认为 光 是 一 种 电磁 玻 。 按 照 这 
种 理论 , 光 的 能 量 应 当 是 连续 地 分 配 在 光波 上 。 但 是 “光电 效 
应 ”,“Compton 散射 "的 实验 却 表 明光 的 能 量 是 不 连续 的 ， 就 
单 色光 而 言 ,每 一 份 最 小 的 能 量 是 Av (v 是 单 色光 的 频率 LA 
是 普 朗 克 常 数 ), 于 是 产生 了 “光子 ”概念 。 在 普 朗 克 和 爱 因 斯 ” 
坦 的 光量 子 概念 上 , 后 来 L. De. Broglie 提出 象 电 子 ， 质 子 
等 微观 粒子 和 光子 一 样 也 具有 波动 性 。 这 种 性 质 能 在 它 的 传 
播 等 过 程 中 明显 地 表现 出 来 。 并 用 关系 式 P=4/1, E= 
co。 把 粒子 性 和 波动 性 有 机 联系 起 来 (P， 是 粒子 的 动量 和 
ВЕЕ, 4 од Ну КААК). L. De. Broglie 的 这 种 想 
法 很 快 就 被 实验 物理 学 家 用 电子 束 通 过 一 个 晶体 箱 所 出 现 的 
绕 射 条 纹 ( 正 像 苇 光 旋 通过 晶体 一 样 ) 等 实验 所 证 实 ， 以 后 又 
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用 分 子 束 ,原子 束 进行 了 实验 ,都 得 到 了 相同 的 结果 。 这 一 切 
表现 ,微观 粒子 都 具有 波 - 粒 二 重 性 。 量 子 场 论 就 是 综合 地 描 
述 了 微观 粒子 的 这 两 种 性 质 而 建立 起 来 的 一 门 科学 ， 

正 是 由 于 微观 粒子 的 这 种 两 重 性 ， 所 以 当 人 们 发 现 孤 立 
子 , 并 认识 到 它 既 有 波动 性 ,又 能 保持 形状 大 小 不 变 。 有 类 似 
于 粒子 的 特征 之 后 ,就 企图 把 它 引 进 微观 粒子 的 研究 中 来 , 那 
是 很 自然 的 ， 其 实 , 早 在 三 十 年 代 初 ,Born 就 企图 将 Maxwell 
方程 加 上 非 线性 修正 项 ， 并 由 此 非 线 性 方程 的 定 域 青 点 来 描 
述 电子 , 即 前 面 提 到 的 Born-Infeld 方程 ,将 基本 粒子 看 成 是 
非 线 性 场 方程 的 定 域 奇 点 倒是 一 个 奇妙 的 想法 ， 但 这 种 理论 
不 能 把 波动 力学 中 的 一 些 很 成 功 的 结论 包括 进去 ， 因 此 多 年 
来 一 直 没 有 得 到 多 大 发 展 。 后 来 L. De. Broglie 在 他 “双重 
解 理论 ”的 基础 上 发 展 了 这 一 理论 ,企图 对 微观 粒子 作 定 域 描 
述 ,但 理论 本 身 有 一 些 致命 弱点 ,进展 不 大 ， 

另 一 方面 ,许多 实验 事实 表明 基本 粒子 是 有 内 部 结构 ,如 
强 子 是 由 咨 克 或 层 子 组 成 的 结论 ,在 当今 已 为 大 家 接受 了 ,但 
男 一 方面 ,经 过 种 种 顽强 的 努力 , 现 并 未 找到 自由 夸克 存在 的 
直接 证 据 ,特别 是 根据 深度 非 弹性 散射 实验 资料 的 分 析 , 处 于 
强 子 内 部 的 硅 克 质量 很 小 ( 约 几 十 到 几 百 MeV), 这 样 质量 的 
粒子 , 仅 从 能 量 上 考虑 , 早 就 应 当 在 加 速 器 实验 中 发 现 了 。 上 
述 这 两 个 相互 矛盾 的 实验 事实 的 协调 ,使 入 认为， 构成 强 ° 
子 的 层 子 之 间 的 相互 作用 使 单个 硅 克 难以 或 永远 不 能 逸 出 强 
子 , 这 称 为 “夸克 囚禁 ” 

在 对 "夸克 办 禁 ”的 研究 中 ， 一 种 可 能 是 自由 夸克 的 质量 
很 大 , 比 强 子 质量 大 得 多 ,所 以 形成 强 子 时 要 放出 巨大 的 结合 
能 ,要 把 强 子 中 的 夸克 分 开 也 要 级 大 能 量 才 行 ， 这 称 为 “部 分 
囚禁 ”"， 另 一 种 可 能 性 是 夸克 永远 不 能 从 强 子 中 单个 跑 出 来 ， 
这 叫 “ 永 和 久 办 禁 ”。 对 此 ,在 1974 一 1975 年 间 提 出 了 纺 模 型 和 
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口袋 模型 来 唯 象 地 措 述 硅 克 的 “永久 囚禁 ”"。 其 中 口袋 模型 有 
MIT 口袋 和 SLAC 口袋 。 两 模型 出 发 点 不 同 , 但 它们 被 约束 
在 类 似 于 口袋 一 样 的 东西 之 中 ， 它 们 所 谓 的 口 贷 也 可 以 认为 
dé: ird By RUE, ORARE e TE EIE TRE 
th. ft РУР БНР T8 B W ж, M 
立 子 正好 为 这 种 昆虫 (夸克 ) 提 供 了 一 个 适当 的 掩体 ; 或 认为 
这 小 昆虫 只 能 处 在 袋 壁 附近 ,要 使 它 离 开 伐 壁 自由 运动 ,需要 
巨大 能 量 (с> 10MeV), 在 目前 条 件 下 无 法 实现 。 因此 观察 

在 " 弦 模 型 "中 认为 强 子 是 一 条 弦 、 夺 克 永 远 - 粘 在 弦 的 
Am. 他 们 采用 了 超 导 类 比 : 把 强 子 之 外 的 真空 看 成 某 种 起 
导 相 ”, 而 强 子 内 部 的 超 导 弦 相当 于 “磁力 线 ”, 就 象 在 第 H R 
那样 ,夸克 之 间 的 胶 子 场 也 被 真空 超 导 相 约束 在 一 条 弦 上 .还 
有 人 猜测 可 能 在 真空 中 凝聚 了 许多 磁 单 极 偶 ， 使 真空 相 由 正 
常 相 变 成 一 种 特殊 的 “囚禁 相 ”, 它 提供 了 某 种 真空 压力 ,把 强 
子 内 的 胶 子 场 约 东 在 一 个 口袋 中 不 会 多 散 。 仿 佛 液体 挤 压 其 
中 的 气 昼 那样 ， 

至 于 磁 单 航 是 1931 年 由 Dirac 首先 提出 的 新 概念 .1974 
年 荷兰 的 G. Hooft 发 现 这 个 磁 单 极 子 也 是 非 线性 方程 的 
一 种 解 , 符 合 孤 立 于 的 定义 ,所 以 它 又 是 一 种 孤立 子 ， 

”由 此 和 看 来 ,孤立 子 的 引 人 对 于 解决 基本 粒子 的 一 些 基 本 
问题 是 很 有 帮助 的 ,所 以 近 几 年 来 ,人 们 将 某 些 非 线 性 方程 作 
为 定 域 量子 场 方程 的 经 典 近 似 方程 , 求 出 它们 的 狐 立 子 解 , 研 
究 它 的 人 性质 ， 由 于 基本 粒子 理论 应 是 相对 论 协 变 的 ， 因 此 具 
有 Lorentz 不 变性 的 Sine-Gordon 方程 和 场 方程 ( 即 Higgs 
场 方 程 ) 最 适用 于 基本 粒子 理论 ， 

李 政 道 等 人 对 基本 粒子 物理 中 的 孤立 于 运动 作 过 深入 的 
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研究 。 他 们 的 研究 表明 , 故 克 场 是 基本 场 ,但 不 是 能 量 的 最 低 
态 ,孤立 子 态 才 是 能 量 的 最 低 态 ,因而 自然 界 中 所 观察 到 的 强 
，” 子 实际 上 是 一 种 孤立 子 ， 用 这 一 理论 他 们 已 解 矢 了 “夸克 办 
禁 " 间 题 。 最 近 他 们 又 提出 只 要 真空 是 理想 的 抗 色 电介质 ,就 
可 以 说 明 强 子 是 孤立 子 ， 解 释 “ 压 克 囚 禁 ” 问 题 也 就 不 会 象 以 
前 的 讨论 那样 , 一 定 要 引 人 Higgs 玻 色 子 了 。 司 时 他 们 还 把 
现 有 孤立 子 分 为 拓扑 性 孤立 子 和 非 拓扑 性 孤立 子 ， 

那么 什么 是 拓扑 性 孤立 子 和 非 拓扑 性 孤立 子 呢 ? 他 们 的 
研究 表明 : 在 可 重 正 化 的 相对 论 性 定 域 场 论 中 ， 所 有 孤立 子 
特别 是 稳定 的 孤立 子 必须 满足 Hamilton 最 小 作用 量 原理 
8+==0 导出 的 Euler-lagrange 场 方程 ,还 必须 加 上 稳定 性 要 求 : 
js 0。 有 两 条 路 子 可 以 做 到 这 一 点 ， 两 种 做 法 的 区 别 是 使 
群 分 为 拓扑 性 和 非 拓扑 性 的 孤立 子 。 拓 扑 性 孤立 子 稳定 地 存 
在 的 一 个 必要 条 件 是 必须 有 简 并 真空 (基态 ) 访 存在 。 因 此 ， 
在 无 穷 远 处 的 空间 可 存在 不 同 的 简 并 真空 态 (基态 )、 亦 即 可 
有 不 同 的 边界 条 件 ， 如 图 1-5 的 (D) X1 (E) 就 属于 拓扑 性 
孤立 子 ， 在 有 孤立 子 解 时 ， 在 无 穷 远 处 空间 的 边界 条 件 就 和 
没有 孤立 子 解 时 不 同 ， 这 类 不 一 致 的 边界 条 件 可 以 用 几何 上 
不 同 的 拓扑 性 来 表示 。 再 引信 拓扑 荷 的 量子 数 后 ， 可 根据 拓 
扑 荷 守恒 来 判定 它 是 否 稳 定 ， 

关于 非 拓扑 性 孤立 子 , 它 是 与 拓扑 性 孤立 子 不 同 的 , 它 不 
需要 简 并 的 真空 态 (基态 )。 一 切 解 ,无 论 有 无 孤立 子 存在 ,在 
无 穷 远 处 都 有 相同 的 边界 条 件 , 钟 型 孤立 子 就 属于 这 一 类 .但 
是 ,具有 非 拓扑 性 孤立 子 解 的 系统 必须 有 加 法 守恒 律 ,并 存在 
一 个 标量 场 ， 因 此 , 非 拓扑 性 孤立 子 解 具有 普遍 性 ,可 以 存在 
于 任何 维 空间 中 . 

拓扑 性 孤立 子 最 重要 的 应 用 是 在 量子 色 动 力学 (QCD) 
H, QCD 是 最 近 几 年 发 展 起 来 的 一 种 强 相互 作用 理论 ， 它 
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的 基础 是 非 Abel 规范 理论 . 后 者 的 场 方 程 都 是 非 线 性 的 , 求 
解 很 困难 ， 目 前 只 在 一 些 特 殊 情 况 下 找到 了 非 Abd 规 苍 场 
的 拓扑 性 孤立 子 解 。 例 如 ,在 一 维 空间 (1D) 中 有 结 状 解 ; 2D 
中 有 讽 旋 解 ;3D 中 有 G. 'tHooft 的 磁 单 极 子 解 及 4D 欧 氏 
空间 中 的 Polyakov 指出 的 星子 (insanton) Е. РЕ Е 
和 和 数学 上 的 考虑 ， 这 一 章 里 我 们 主要 是 研究 拓扑 性 孤立 于 和 
非 拓 扑 性 孤立 子 。 因 为 就 拓扑 性 孤立 子 而 言 ， 它 可 以 帮助 我 
们 解决 OCD 中 讨厌 的 电磁 理论 的 局 域 规范 不 变性 的 U ,(1) 
对 称 性 问题 ， 可 能 构成 夸克 的 拓扑 囚禁 图 和 象 和 量子 色 动 力学 
(Оср) 中 的 所 谓 力学 色 言 《 即 所 有 观察 到 的 强 子 态 都 是 无 
色 的 ) 的 拓扑 方案 .作为 非 Abel 规范 场 的 静 无 狐 解 , Ust 
一 个 不 含 奇异 点 ，。 场 与 源 互相 制约 而 构成 自给 稳定 的 有 机 绕 
一 体 的 一 个 例子 。 还 可 能 对 重子 数 , 同 位 旋 、 奇 异 数 、 保 数 等 
量子 数 给 予 动力 学 解释 ,此 外 ,还 可 能 存在 真实 的 物理 磁 单 航 
孤立 子 等 等 。 最 后 ,由 于 孤立 子 是 相应 经 典 场 的 非 平庸 解 ,我 
们 有 理由 认为 ,这 样 的 铬 在 素 函 积分 中 的 贡献 是 占 优 势 的 , 因 
此 在 计算 泛 函 积分 时 ,孤立 子 可 能 会 起 重要 作用 ， 

从 数学 的 角度 上 看 ， 孤 立 子 在 量子 场 论 的 数学 发 展 中 也 
会 起 一 定 作 用 。 由 于 孤立 子 的 振幅 的 行为 近似 地 与 耦 人 台币 数 
成 反比 ,所 以 它 可 能 提供 在 微 扰 内 容 以 外 的 理论 线索 .由 于 狐 
立 子 的 拓扑 稳定 性 来 源 于 场 组 态 的 动力 学 机 制 和 拓扑 性 质 ， 
即 对 于 非 拓 扑 性 孤立 子 的 稳定 性 是 通过 随时 间 变 化 的 振幅 在 
动力 学 上 达到 的 , 它 实际 上 是 niether 定理 给 出 的 守恒 量 一 一 
niether 荷 ， 拓 扑 性 孤立 子 是 与 在 非 Abel 理论 中 存在 的 一 种 
Ej Lagrange 函数 的 不 变性 无 关 的 拓扑 守恒 量 有 关 ， 它 本 身 
来 源 于 场 的 内 朝 自 由 度 ， 甚 拓扑 稳定 性 也 包含 着 一 些 拓 扑 内 
容 , 即 内 齐 空 间 的 流 形 (manifol#) 可 以 非 平庸 地 上 映射 到 理论 
的 实 品 维 空 间 的 流 形 上 去 。 因 此 对 这 些 问题 的 研究 ， 会 促进 
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燕 上 适当 的 可 微 性 要 求 , 就 得 到 =” 维 可 徽 分 流 形 的 概念 。 即 ， 
在 我 们 上 述 的 相互 重 挝 的 方法 中 ,如 果 是 光滑 的 , 则 叫 微分 流 
形 ， 另 外 ,如 果 是 有 楼 有 角 的 , 则 叫 分 线段 流 形 ; 如 果 是 不 怎 
么 光滑 的 ,但 仍 保持 连续 性 ,就 是 拓扑 流 形 ， 这 样 一 来 ， 流 形 
从 局 部 看 来 都 差不多 ,差别 只 是 它们 相互 重 挝 的 方式 ， 例 如 ， 
一 维 闭 流 形 就 是 贺 周 。 同 时 微分 流 形 在 不 同 条 件 下 可 配备 有 
各 种 的 几何 结构 ， 并 旦 每 个 微分 流 形 都 能 整体 地 配备 有 一 个 
正定 的 Reimann 度量 ,配备 有 正定 Reiman 度量 的 流 形 叫做 
Reimann 流 形 ， 流 形 的 整体 性 质 往往 表现 为 拓扑 性 质 ， 或 在 
不 同 程度 上 与 拓扑 性 质 有 关 。 因 此 研究 流 形 就 是 微分 拓扑 学 
的 主要 对 象 , 它 的 基本 目标 就 是 给 你 两 个 流 形 ,看 你 怎样 判断 
它们 一 样 还 是 不 一 样 。 这 样 一 来 就 要 分 类 ， 这 分 类 可 以 是 拓 
扑 上 的 ,也 可 更 细致 些 . 

那么 何谓 拓扑 昵 。 这 里 我 们 参照 度量 空间 的 开 集 的 性 质 
来 定义 它 吕 -外 ， 设 5 是 一 个 集合 ,而 且 7 是 5S 的 一 个 子 集 族 ， 
其 中 成 员 叫 做 8 的 开 集 ( 所 谓 开 集 是 : 设 4 是 度量 空间 X 的 
一 个 子 集 ,如 果 4 的 每 一 点 都 有 一 个 球形 邻 域 C4，, Wi) An X 
的 开 集 )。 如 果 满足: Qs 与 空 集中 是 开 集 ; 回 两 个 开 集 的 
交集 是 一 个 开 集 ; 图 任意 多 个 开 集 的 并 集 是 一 个 开 集 。 则 < 
叫做 集合 s 的 一 个 拓扑 ， 集 合 * 与 它 的 一 个 拓扑 7 在 一 起 叫 
做 一 个 拓扑 空间 , 常 记 为 (:, т). 现在 讲 的 拓扑 学 便 是 研究 

图 形 在 连续 变形 下 的 不 变 特性 . 

”在 拓扑 学 中 有 一 个 重要 概念 是 映射 如果 六 与 了 都 是 度 
Rus. EX — Y 是 一 个 从 XX 到 Y 的 对 应 ， 而 且 点 meX， 
如 果 给 定 任 一 邻 域 U(f(xo) ,8), 都 存在 一 个 邻 域 U (8), 
使 得 хє U(x,,8) — fix) E ОС х.) 8), ДЈ f EA xo 点 处 
连续 。 如 果 f 在 和 的 每 一 点 处 连续 , 则 说 f 在 X 中 连续 ,这 时 
f:X 一 了 则 做 一 个 连续 映射 ,简称 为 映射 。 基 和 Y 分 别 叫做 ` 
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那么 何谓 拓扑 昵 。 这 里 我 们 参照 度量 空间 的 开 集 的 性 质 
来 定义 它 吕 -外 ， 设 5 是 一 个 集合 ,而 且 7 是 5S 的 一 个 子 集 族 ， 
其 中 成 员 叫 做 8 的 开 集 ( 所 谓 开 集 是 : 设 4 是 度量 空间 X 的 
一 个 子 集 ,如 果 4 的 每 一 点 都 有 一 个 球形 邻 域 C4，, Wi) An X 
的 开 集 )。 如 果 满足: Qs 与 空 集中 是 开 集 ; 回 两 个 开 集 的 
交集 是 一 个 开 集 ; 图 任意 多 个 开 集 的 并 集 是 一 个 开 集 。 则 < 
叫做 集合 s 的 一 个 拓扑 ， 集 合 * 与 它 的 一 个 拓扑 7 在 一 起 叫 
做 一 个 拓扑 空间 , 常 记 为 (:, т). 现在 讲 的 拓扑 学 便 是 研究 

图 形 在 连续 变形 下 的 不 变 特性 . 

”在 拓扑 学 中 有 一 个 重要 概念 是 映射 如果 六 与 了 都 是 度 
Rus. EX — Y 是 一 个 从 XX 到 Y 的 对 应 ， 而 且 点 meX， 
如 果 给 定 任 一 邻 域 U(f(xo) ,8), 都 存在 一 个 邻 域 U (8), 
使 得 хє U(x,,8) — fix) E ОС х.) 8), ДЈ f EA xo 点 处 
连续 。 如 果 f 在 和 的 每 一 点 处 连续 , 则 说 f 在 X 中 连续 ,这 时 
f:X 一 了 则 做 一 个 连续 映射 ,简称 为 映射 。 基 和 Y 分 别 叫做 ` 


+ 292 • 


J 的 定义 空间 与 值 空间 。 如 果 СХ) = Y, Miš # MOX 
Y 的 满 映射 . 

ДЖ f:X — Y ДХ #J Y 一 一 对 应 的 ,连续 的 福 映 射 . 
并 且 逆 对 应 FP':Y — X 也 是 连续 的 , 则 了 叫做 拓扑 映射 或 同 
И. 如 果 存 在 拓扑 映射 f, 则 空间 和 和 Y 叫做 同 胚 的 ， 记 为 
X = Y, 度量 空间 的 性 质 , 在 每 一 拓 四 映射 下 是 保持 不 变 的 ， 
这 叫做 拓扑 性 质 ， 而 在 连续 变形 (拓扑 映射 ) 下 不 变 的 量 称 为 
拓扑 不 变量 。 例 如 任何 正 多 面体 ,不 管 多 面体 如 何 变形 ,其 顶 
ARK V – ЖЕ + 面 数 F 就 是 一 个 拓扑 不 变量 (这 里 为 2), 
对 于 一 般 情况 ,一 个 M 图 形 ， 把 它 分 成 一 些 简 单 多 面体 时 , 则 
7 一 王 十 下 一 上 十 人 是 体 数 ) 也 是 一 个 拓扑 不 变 有 最， 它 
ERX M ff] Euler-Poincaré 示 性 数 及 ， 它 是 一 个 很 重要 的 拓扑 不 
变量 ,但 是 , 当 一 个 图 形 在 拓扑 映射 下 变 为 男 一 个 图 形 时 ,这 
个 拓扑 不 变量 或 示 性 数 如 果 是 整数 ， 我 们 又 常 称 它 为 一 个 拓 
扑 量子 数 或 拓扑 荷 。 但 若 根据 de.Rham 理论 , 它 是 由 示 性 类 
和 示 性 形式 来 定义 的 。 陈省身 认为 2K 次 的 示 性 形式 决定 一 
个 维 数 为 ?天 的 上 同调 类 ,因而 称 为 示 性 类 。 从 微分 几何 角度 
上 讲 , 示 性 形式 依赖 于 联络 ,但 示 性 类 只 依赖 于 从 ， 它 们 是 从 
上 最 简单 的 整体 不 变量 , 它 强 调 了 局 部 性 质 , 且 示 性 形式 比 示 
性 类 包含 更 多 的 信息 。 当 NN 是 一 个 有 定向 的 肾 致 流 形 时 ， 最 
高 维 数 的 示 性 类 ( 即 其 维 数 等 于 NN 的 维 数 ) 的 积分 给 出 J 示 性 
数 。 当 它 是 一 个 整数 时 ,被 称 为 一 个 拓扑 量子 数 或 拓扑 倚 . 在 
拓扑 性 孤立 子 中 它 是 一 个 十 分 重要 的 量子 数 。 因 为 对 于 一 个 
实际 存在 的 拓扑 性 孤立 子 ,都 必须 有 一 个 邱 扑 荷 , 即 有 一 个 场 
的 内 部 自由 度 。 它 可 以 象 反 演 一 样 ,是 分 立 的 ,也 可 以 象 同 位 
旋 一 样 是 连续 的 ， 以 保证 孤立 子 的 稳定 性 ， 这 样 拓扑 稳定 性 
背后 的 主要 思想 是 ， 内 部 场 空间 的 流 形 可 能 在 理论 的 实 D 维 
空间 的 流 型 上 有 一 个 非 平 庸 的 映射 ， 以 使 孤立 子 保持 稳定 的 
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形状 (这 时 拓扑 荷 不 为 零 )。 所 谓 非 平庸 映射 就 是 指 这 个 映射 
不 能 通过 连续 的 无 穷 小 变换 变形 到 平庸 映射 。 在 平庸 映 象 里 
一 个 流 型 的 所 有 点 被 映射 到 另 一 个 流 型 的 一 个 点 (这 时 拓扑 
荷 为 零 )。 以 上 这 种 上 映射 直接 与 同 伦 有 关 ， 
然而 , 同 伦 又 是 拓扑 学 里 一 个 极 重 要 的 概念 , 它 有 直观 的 
意义 , 刻 划 出 了 拓扑 空间 中 一 个 基本 性 质 。 例如 XX 是 圆周 s 
时 ,自然 地 ， fo h:S'— Y 叫做 了 中 的 两 条 闭 道路 ,这 时 为 同 
伦 于 h 的 直观 的 说 法 就 是 : 闭 道 路 h 能 在 Y 中 连续 地 变 成 
ЮЗ f. 而 正确 的 定义 是 : 
设 fs 大 :和 一 了 是 拓扑 空间 和 和 Y 之 间 的 映射 。 如 果 存 
在 一 个 从 X 上 的 柱 形 X x1( 是 实数 轴 上 的 单位 闭 区 间 0 
<= <1) 到 Y 的 映射 F:X X 1 一 Y ,使 得 
F(x,0) = hlr), F(x,1)= f(x) (2.1) 
对 于 任意 的 z€ X, RRX h 35 h Ae, BUR f ZET 
通过 一 个 连续 变形 正 由 一 个 变 为 另 一 个 , 记 作 
fa = h: X >Y (2.2) 
这 样 的 F 就 叫 作 f, 到 f 的 一 个 同 伦 或 伦 移 ， 可 以 证 明 , 在 从 
x 到 Y 的 所 有 映射 组 成 的 集合 Y* 里 ， 同 伦 的 关系 之 是 一 个 
等 价 关系 ， 即 如 果 Fifoc h, 和 С: Sh, MWE H:f = 
hb. 


F(x,21), gigt 


H(z, 1) = (2.3) 


G(x, 2: — 1), > <! <1 


这 样 同 伦 等 价 的 映射 构成 一 个 类 , 记 为 {f}， 因 此 , 从 X 到 Y 
的 映射 集合 Y* 按 同 伦 关 系 可 分 为 若干 等 价 同 伦 类 。 如 果 同 
伦 类 集合 之 间 满 足 加 法 律 ，{f 十 8} == {8 十 信 ， 则 可 证 明 同 
伦 类 {后 可 以 构成 一 个 同 伦 群 ( 它 实 际 上 是 同 伦 类 的 不 变量 )。 
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为 此 把 空间 蒜 取 作 具 有 互相 等 同 端点 的 闭合 线段 Г = 10, T], 
这 个 流 形 在 拓扑 上 等 价 于 一 个 贺 5, 圆 的 边界 上 一 个 参 著 所 
X, SATOMI, WERI BWE (0-—f1-5 
的 连续 映 象 ，% 是 Y 中 的 一 个 固定 点 , 则 从 S — Y HER 
hiet … 的 等 价 类 构成 一 个 群 , 恒 等 元 素 {e} 是 同 伦 于 常数 
ШЖ С 的 映 象 类 。 即 


C(x) = у, V(x) (2.4) 
HE (o ege qp" 
f GO = Hl — x) (2.5) 


ЕЕН ЕНУГЕ ЕИ: {fs* lg} 一 {f+ 8} 


Міх), 0 <+<-- 
f* E(x) = (2.6) 
g(2x — 1), — 1 


ПО ЖЕТЕ SE 255 M {ЖЕ h SHARES RIS ВЕК, H 
为 
h— h q с e —> h° 8 — h° Е (2.7) 
以 上 这 类 同 伦 群 叫做 Y 的 第 一 同 伦 群 ， 或 者 说 基本 群 ， 
常 记 为 m(Y)， 它 也 是 拓扑 不 变量 。 球 面 的 zw REFR, 
也 就 是 S 的 所 有 映射 都 同 伦 。 Shanker* 对 Y == R — (0, 
0) ( 挖 去 原点 的 二 维 欧 几 里 德 空间 ) 及 y 是 平面 上 任意 一 所 
这 种 铺 况 作为 这 一 群 的 一 个 例证 。 MIO, 1) m S' SUY BI 
象 可 以 用 平面 上 由 y, 开始 又 回 到 y. 的 轿 来 表示 。 如 图 10-1 
所 示 . :这 里 ,这 些 不 绕 过 (0,0) 的 圈 , 可 缩 到 3》。, 因 此 属于 一 个 
EFTA {e} = {10}。 而 顺 时 针 方向 绕 过 原点 一 次 的 圈 属 于 
一 个 记 为 (03 的 类 。 绕 二 次 的 属于 {2}, 5л КҖ (n) Ой 
时 针 的 映 象 属于 {一 1}, {一 2},… 类 )。 因 此 这 种 同 伦 群 可 记 
为 
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po Q, ©, 
QD v (0, 0) 


(a) (b) (с) 


图 10-1 对 于 一 个 控 去 一 点 的 平面 ， 不 同 线 数 0,1,2 
示 拓 扑 不 等 价 的 映 象 . 


mC К° — (0, 0)) = Z( 整 数 集合 ) (2.8) 
群 的 乘法 就 变 成 了 普通 的 加 法 。 而 与 ie] 相 联 系 的 数 e 叫做 
绕 数 (如 图 10-1 ВТ). 

第 一 同 伦 群 是 研究 紧 致 李 群 整体 性 质 的 一 个 重要 工具 
不 变量 mCG) CEEA S' 到 群 G 元素 集合 的 映 象 分 类 ) 是 群 
的 连通 性 质 的 囊 定 。 在 经 过 其 致 后 ， 李 和 姑 是 根据 它们 的 定 域 
性 质 ( 李 代数 ) 分 类 的 . (6) 是 用 来 把 群 分 类 的 唯一 的 不 变 
E. ИШ: m(SU(2)) = 0( 即 只 有 恒 等 的 ), | 

z,(0(3)) = x(SU(2)/Zi) = ZAAR 2 的 整数 集合 ) (2.9) 
B] SU(2) 是 单 连通 的 ， 而 0(3) 是 双 连 通 的 ， 这 反映 易 在 
SU(2) 和 0(3) 之 间 有 2 到 1 的 同 态 关系 。 

第 一 同 伦 群 可 用 来 判定 在 特定 的 规范 模型 中 是 否 存在 
Nielsen-Olesen 涡 旋 四。 以 及 如 果 它 存在 ， 又 允许 什么 样 的 量 
子 化 通 量 , 其 具体 情况 下 面 要 讲 . 

如 果 不 限 于 X — S ME $4 X = 5"(n 维 球 ), 或 是 
5° 的 拓扑 等 价 I" = (m murs x)€ К" | oes Hn 维 立 方 
体 )， 其 边界 ( 面 ) 等 同 并 等 价 于 S^ 的 北极 хо; ДРЕ ЗЕ 
f(x) 一 y, 的 映 象 的 类 又 形成 一 个 叫做 = 次 同 伦 群 的 群 ， 由 
z,(Y). 来 标志 . 

对 于 任意 空间 了 ,判断 各 种 (Y) SES E, I HO 
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ост) (8002) x $О(3) БО( 4) SO(5) 


Б | 


3O(6) АТ SP(N) 


m (Y) z Ü 

m,(Y) Ü Ü 

т,(Ү) 0 z 

x,CY) Ü 7, | 
Ü ГА 


再 讲 了 。 在 表 10-1 中 列 出 了 可 能 与 物理 有 关 的 一 些 结果 外, 
有 些 直 接 可 看 出 ,有 些 则 不 行 。 如 有 几 个 结果 来 自 х„(5") = 
2. БЇ ГВ у:5° 一 $5” 的 类 是 根据 一 个 п 维 球 把 男 一 
n 维 球 覆 盖 多 少 次 来 标志 的 。 这 个 次 数 叫 包 数 (Wrapping 
number), Xl SU(2) 或 更 高 秩 的 Yang-Mills 理论 ,这 是 一 个 
极其 重要 的 结果 。 因 为 普通 空间 已 ， 当 co 的 所 有 点 等 价 时 ， 
是 等 价 于 5 的 。 同 时 ,所 有 具有 形式 : 
( а+ c+ °) 
—Cd-id a—ib 
以 及 а4+®+‹г&++@@=1 的 2x2 的 公正 矩阵 组 成 的 
SU(2) 群 也 等 价 于 S$。 因此 = (SU(2)) = =(S')= Z, x 
意味 着 ”Yang-Mill 理论 有 无 穷 多 个 在 拓扑 上 不 同 的 真空 存 
ТЕ. 
mF ДЖЕ G JE ВЕКЕ, Im HiÉGRU)—^ TR, 
则 有 
л(С/Н) = љ(Ну (2.10) 
Ян, G/H 是 左 陪 集 空间 ， 在 G. тНооб 和 Polyakov' 的 
原始 模型 中 ， 
{ = SU(2), Н = U(1X( 保 持 真 空 不 变 的 了 BE) (2.11) 
x(SU(2)/U(1)) = =m(U(1)) = Z 
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这 意味 着 无 限 种 磁 单 极 的 可 能 性 是 存在 的 ， 虽然 到 现在 还 只 
找到 一 个 。 因 此 同 伦 群 m 的 研究 对 于 判定 非 Abel 理论 是 否 
可 能 具有 有 限 能 量 的 磁 单 极 解 很 有 用 . 

当然 , 同 伦 论 在 物理 上 的 应 用 还 很 多 ， 有 些 还 不 很 清楚 ， 
需要 继续 研究 。 | 


= H ”一 维 空间 的 拓扑 性 孤立 子 


首先 叙述 一 下 Derrick A, RIH 
SG) = + дирд“ф — ОСр) (3.1) 


(Жї, U(g) > 0, U(g) = 0 对 应 于 真空 态 ) 所 描述 的 标 
ВУ, T ЭЗ [НЕК p = 1 的 情况 外 ,没有 静止 的 《与 时 间 
无 关 的 ) 非 奇异 的 孤立 子 解 存在 ， 

这 是 因为 : 若 pC) 是 一 个 能 量 H = V, + V, 的 孤立 
子 解 , 其 中 


V, | (Ae Gs, Va = [Ulp a's 


这 样 , 场 的 组 态 ф,(х/а) WAE.: 
H(a) = а?7?ү, + a"V, 
但 是 ， 互 必须 对 的 任意 变 分 是 稳定 的 ， 特 别 是 对 一 个 标 度 
的 改变 ,必须 有 
8H(a) 
8a l= 

由 于 У, #1 V, 都 是 正 的 ,所 以 这 个 方程 只 能 在 万 = 1 时 有 解 ， 
由 此 得 证 。 显 然 ， 此 结论 可 推广 到 具有 多 于 1 个 标量 场 的 情 
їл. 

对 于 纯 Yang-Mills 理论 《具有 紧 致 规范 和 群 )， 可 证 明 
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= (р —2)V, + ру, = 0 
l 


—Ó HERE ez 
rs errr V aa — m 


Derrick. 害 理 的 一 个 变 体 即 除 了 DD 二 4 外 ， 在 也 空间 维 数 中 ， 
只 有 纯 规 范 场 方程 的 静态 的 有 限 能 量 解 才 是 Л, == 0 的 变 
换 。 Ei Coleman 用 类 似 于 标量 情况 下 所 用 的 无 标 ВЕРЕ 
论 得 出 的 。 以 上 是 量子 场 论 中 的 “ 行 不 通 ”(n0-g0) 定 理 。 即 
对 纯 标 量 场 只 有 一 维 的 孤立 子 解 ,对 纯 Yang-Mills TRIS 
ЖЕНЫ yr АЕ, EZ P NRUR as ur TR”, 

WER 5077 FRETHEIM FERT IE TRHRÓ AR 
这 定理 限制 ,同时 该 理论 对 于 :维和 3 维 空间 的 静态 标量 - 规 
范 场 孤立 子 也 设 有 限制 。 其 实 ， 下 几 节 讲 的 间 旋 和 磁 单 极 就 
是 这 种 可 能 性 的 例子 。 Кр = 4 ВОН Е Е Cole- 
man 和 Deser 定理 的 一 个 例外 ， 

现在 我 们 来 研究 一 维 空间 的 拓扑 性 孤立 于"*， 因 拓扑 性 
孤立 子 需要 真空 简 并 ， 所 以 的 最 小 值 不 止 一 个 。 设 了 的 最 
小 值 为 零 , 如 图 10-2 Bron. | 

И(а)== V(b)m-::—90 


E 10-2 vip) Ё, 


从 (3.1) 式 可 得 运动 方程 为 
бф dV. 
Әх? dq 
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= Fig) 


图 10-3 — V(@) 形式. 


Oo Vo 
Әх’ dq 
积分 一 次 得 
工 f az y _ " | 
L (S) 一 V(p) 一 常数 (3.2) 


它 对 应 的 非 相对 论 性 的 力学 模型 是 相对 于 空间 举 标 为 p、 时 
间 为 z, 质量 为 1 的 质点 的 运动 ，(3.2) 式 就 表示 质点 的 能 量 
是 守恒 的 ,其 势能 为 一 7 ,如 图 10-3 所 示 。 动能 为 十 (5). 
假定 在 к= — 时 ,质点 在 “点 ,向 右 轻 推 它 一 下 ， 它 就 会 
MERATE Е x 一 十 oo 时 ,到 达 5 点 ， 其 能 量 显然 是 有 


限 的 ,并 且 不 弥散 。 其 孤立 子 解 为 图 10-4 所 示 。 它 的 能 量 密 
度 束 缚 在 а, b 之 间 的 一 定 范围 内 ， 因为 当 x 一 “或 上 也， 


图 10-4 ijBi PLI TM, 
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“т 


JH: [ELSE 


md 和 V—0, AREE x= + оо 处 的 边界 条 件 不 


—— 它 可 看 成 是 满足 “* — 一 oo 
Hh, Фа х +оо 时 p = 2” 的 边界 条 件 的 最 低能 量 
解 。 因 此 , 它 是 稳定 的 ， 如 果 在 «= 一 oo 时 ,质点 在 5 点 ， 
x 一 十 oo 时 质点 在 a 点 ， 则 所 产生 的 孤立 于 叫 反 孤 立 子 解 ， 
因此 , 正 , 反 孤立 子 在 经 典 场 论 中 都 存在 ， 
所 有 这 类 孤立 子 解 可 由 (3.2) 中 令 常 数 等 于 零 而 得 到 , Bl 
x — x, = |" -最 ; (3.3) 
^ V2V (ф') 
其 中 n 为 一 常数 ， 另 外 , 由 于 方程 (3.1) RÆ Lorenz 不 
变 的 ， 因 此 上 述 孤 立 子 解 只 要 作 一 个 Lorentz 变换 ， 便 可 得 
到 运动 的 孤立 子 解 ， 
一 维 空间 中 研究 最 多 的 是 Ulp) 一 É (p — m/e) 的 


p 场 理 论 和 Ulp) = sing 的 Sine-Gordon (SG) 方程 的 孤 
立 子 解 ， 这 两 个 方程 都 有 结 状 孤立 子 解 ， 其 运动 方程 都 服从 
Lorentz 不 变性 。 下 面 仅 研究 p 场 方程 ，3G 方程 将 在 下 章 
研究 . 
对 于 pt 场 理 论 的 Lagrange 函数 为 : 
ET MES i, EEN, F E E 1], 
L= |gar [2 орар — 5 Cp — теу 
Е (а= 0, 1) (3.4) 
EER: р = V felm, x = me, 则 (3.4) RER: 
т? | 1 CHJA ИИ r| gy 
L= | [E „өч L (q XL (3.5) 
其 运动 方程 为 
(01 —8)g' + p' (1 — g”) = 0 (3.6) 
对 于 静态 解 , 它 变 成 ， 


Pis + p'(1 — gp”) = 0 (3.7) 
对 于 这 个 方程 的 解 ,我 们 已 是 十 分 熟悉 的 了 ,可 马上 写 出 
= +1 (真空 态 ) (3.8) 
9c danh (5 — 5 十 表示 结 状 ү (39) 
) nov" 


即 
p = + (真空 态 ) (3.10) 
p= (70080) RER qu) 
м В ( V2 ) они 
其 实 如 将 


| V(o) = HG — m'[8y 
RA (3.3) 式 , 也 可 马上 写 出 上 述 解 来 ， 图 10-5 表示 了 这 个 


ERTE 
+H 


Az 


图 10-5 ERE х. 处 具有 结 状 的 孤立 于 及 它 的 能 量 密度 . 
解 ， 其 结 状 必 立 子 解 对 应 能 量 与 真空 态 之 间 能 量 差 我 们 可 求 
得 为 
Eua — E ga n DA 2 m 38 (3.12) 
ТИН £i fS RA AE ЛАМА КОШЕ, ЕЛЕЙ J, 守恒 的 
结果 , 即 


1 ў ' 
Јь == 2 $a, (En = En = 1, £y = Ey = 0) 
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Tm- . . — n — — шш — — оше — BÓ AES 


Far 0L 


则 
kal jisi | dp а — 1 pæla (313) 


d 2 2-* фу 

ТЕК OTHER) K = 1( 一 1)， 即 是 非 平庸 映射 ， 而 对 于 
真空 K 一 0、 由 于 拓扑 荷 是 绝对 守恒 的 ， 因 此 要 使 场 的 组 态 
耗 获 为 真空 一般 是 相当 困难 的 ,因此 ， 场 的 拓扑 作用 象 一 个 
无 限 的 位 垒 ,要 使 结 状 衰变 为 真空 需要 无 限 大 能 量 ,因此 这 和 际 
并 于 是 不 改 减 的 ， 所 以 结 状 是 稳定 的 。 这 种 孤立 于 的 稳定 性 
可 认为 是 简 并 真空 带 来 的 结果 ,这 两 个 真空 在  — 一 中 反射 
下 可 以 彼此 转换 . 结 状 插入 在 х= + оо 处 的 两 个 真空 之 
间 ,并 与 每 一 个 真空 在 一 个 无 限 大 范围 内 接近 ， 只 是 在 х 一 
xo 处 , 即 能 量 密度 的 最 大 值 处 ,它们 彼此 明显 不 同 。 这 种 情况 
下 的 同 伦 映 象 是 场 能 p= +1 映射 到 点 r= +o 的 平凡 
映 象 。 因 此 要 形变 结 状态 映 象 到 任 一 个 真空 态 都 需要 无 限 大 
的 能 量 ， 

如 前 市 所 述 。 这 种 结 状 孤立 子 可 以 用 来 描述 强 子 。 而 强 
子 的 夸克 模型 的 SLAC 口袋 中 图 象 就 是 以 上 理论 为 基础 的 
理论 。 其 中 辱 克 就 分 布 在 如 图 10-6 所 示 的 口袋 的 边缘 上 ,不 
能 跑 出 来 ， 因 此 现在 自由 夺 克 找 不 到 ， 除 非 给 它 足够 大 的 能 
ж. 才能 从 强 子 中 群 放 出 唐 由 硅 死 来 。 从 而 解释 了 “ 硅 殉 办 
禁 的 问题 . 
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第 四 节 ”二 维 拓扑 性 孤立 子 


这 种 孤立 子 和 第 二 类 超导体 由 磁 通 量子 化 而 形成 的 涡 旋 
性 ( 磁 通 线 ) 结 构 相 似 ， 为 此 还 是 先 介绍 这 方面 有 关 的 知识 . 

物质 的 超 导 性 是 指 一 些 元 素 , 合金 和 化 合 物 在 低 于 某 一 
临界 温度 T. 的 某 温 度 下 ,电阻 突然 消失 的 现象 。 超导体 除 
具有 完全 导电 性 外 ， 还 有 完全 抗 磁性 ， 即 超导体 在 T «T. 
时 ,会 把 体内 原 有 的 磁 通 排出 体外 ,使 其 体内 磁感应 强度 B= 
0, 又 称 它 为 迈 斯 纳 效 应 。 现 在 已 很 清楚 , 超 导 态 是 由 于 传导 
电子 和 曼 格 振动 相互 作用 所 产生 的 吸引 作用 ， 使 电子 彼此 结 
成 Cooper 电子 时 ,形成 的 一 种 长 程 有 序 的 相干 态 . 

如 果 考 虑 一 个 超 导 圆 环 。 在 T> T, 时 加 一 磁场 , 由 于 
超导体 处 于 正常 态 , 环 中 产生 的 感应 电流 将 立即 消失 , 磁 通 穿 
过 环 孔 。 然 后 把 温度 降 到 TF。 以 下 ,接着 去 掉 磁场 ,由 于 现在 
处 于 超 导 态 , 环 内 感应 的 电流 消失 ,因此 环 孔 中 就 保留 了 一 部 
分 磁 通 , 1961 年 从 实验 上 测 得 了 这 个 磁 通 是 量子 化 。 而 从 理 
论 上 已 可 证 明 环 内 磁 通 量 也 确 如 此 , 即 


2e 
其 中 


Ф. = E was 2.07 X 107° 
le 


韦伯 , 称 为 磁 通 量子 , n 是 整数 ， 这 式 表明 超导体 的 磁 通 是 量 
村 化 的 , 它 是 一 种 宏观 量子 效应 ， 
由 实验 得 知 ,如 果 是 Ginsbary-Landau 参数 К eri 
2 
第 二 类 超导体 ， 当 外 加 的 磁场 吉大 于 超导体 的 下 临界 场 Ha 
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—s ————»ÀA D "т=н ы... sm 一 一 


时 , 磁 通 线 将 以 p= Е 为 单位 一 根 一 根 “ 注 人 ”到 超导体 
内 , 即 在 体内 出 现 柱状 结构 的 磁 通 线 ,这 些 磁 通 线 又 称 为 涡 旋 
BCRA” EE 开 类 超导体 内 。 形 成 混合 相 。 而 这 些 量子 
化 的 涡 旋 线 结构 称 为 超导体 的 Abrikosov 结构 。 在 理想 的 第 
[I 类 超导体 中 ， 在 稳定 状态 时 ， 它 是 有 序 地 排列 成 三 角形 结 
构 ， 这 种 Abrikosovaa 结 构 , 可 以 求解 在 外 磁场 中 的 超导体 的 
宏观 量子 波 函 数 所 满足 的 非 线性 Ginsbarg-Landeu(GL) 方程 
得 出 ， 
Niélsen 和 Olesen 将 以 上 这 些 概念 和 思想 运用 到 场 论 中 

来 。 他 指出 标量 Higgs 场 类 似 于 超导体 的 有 序 参量 的 作用 ， 
因此 ， 类似 Abel 型 Higgs 模型 的 相对 论 性 场 论 也 应 具有 静 
态 涡 旋 性 解 。 在 下 面 我 们 将 Abel 涡 旋 性 孤立 子 解 和 非 Abel 
涡 旋 性 孤立 子 解 分 别 来 研究 

(一 ) Abd 涡 旋 性 孤立 子 解 

在 二 维 情况 下 一 个 Abe 型 Higgs 模型 的 拉 氏 密度 可 写 


成 
1 рове 41 (D p)*D* 
[^d rii qo DUE pip 
LT r 
1в(ее* — >) (4.1) 
其 中 


Еһ, == 0,4, —0,4,, Dpp = (9, — icAa)p (4.2) 
Жл: ”在 定 域 规范 不 变 理 论 下 ， 电 磁场 A.G) 与 复 标量 
Higgs 场 ф(х) 的 相互 作用 .由 E-L 方程 可 得 到 运动 方程 
是 


OF, = ja = — E іе(ф*Ӧ,р — ФӘ,р*) + c A,.pp* (4.3) 


-——————: чэ 


amm e 0 


Ю.О" == —Bo(qu* — m/l) (4.4) 
这 就 是 这 种 情况 下 的 G-L 方程 组 .和 象 这 样 的 非 线 性 的 偏 微 
分 方程 组 是 极 难 求解 的 ， 现 在 我 们 把 它 变化 到 桂 坐 标 下 ， 求 
这 种 Ansatz ТАТЕ 09, 
现在 设 
А,= 6, А = BA(r), p= |(т)е'"®, т = x cy (45) 
MUJ (4.3) 和 《4.4) 起 就 简化 为 


= bu Ыы! сш! 
+(@#—=Ja)|t— 0 (4.6) 


— 4- (L 4 (4) e (ae —"©)р о (4.7) 


当 求 * 一 co 时 的 渐 近 解 时 ,我 们 对 单位 长 度 的 涡 旋 线 的 

能 量 要 求 有 限 的 条 件 意味 着 涡 旋 场 必须 具有 如 下 渐 近 形式 的 
Ж: 

1(r) 一 一 全 (1 一 constexp[1 — r/E]m/8$ (4.8) 


A= 二 十 constexp[ —r/ë] (4.9) 
er | 


其 中 Higgs 标量 场 的 粒子 的 质量 为 m, = V 2 m, 而 矢量 场 4， 


的 质量 为 m4 一 ms/V Ë, 在 标量 场 p 自 相互 作用 形式 和 
虑 质量 情况 下 ,造成 了 对 称 性 自发 破 缺 ,这 时 ,规范 粒子 一 一 
光子 “ 吃 掉 * 它 产生 的 Goldstone 粒子 而 同时 获得 质量 。 其 相 


ФЕВ Е — W 2 m, 给 出 了 Higgs 场 的 空间 变化 标 度 ， 电 
磁场 的 穿 透 深度 д — 一 - 拱 述 了 它 的 空间 变化 幅度 。 这 样 便 
出 现 如 图 10-7 的 涡 旋 线 孤 立 子 解 。 
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图 10-7 ФАШ (>) 和 H(r). 
XER Ginsbarr-Landau 220, 35 
K = 5/8 — mM 2 та VBle (4.10) 
这 个 无 量 岗 参数 把 超导体 分 为 两 类 ， 当 KK 二 1/V 2 为 第 I 类 
超导体 ,当天 > "zi 为 第 RASK RAR п 类 超导体 
2 

中 才 出 现 涡 旋 。 但 对 任 一 个 入， 都 可 能 潜伏 地 存在 Nielsen- 
Olesen ЕЙ, 

关于 这 种 涡 旋 的 性 质 可 参考 有 关 文 献 20.91,09, 这 里 我 们 
只 讨论 涡 旋 的 拓扑 性 质 及 能 量 形式 ， 

对 于 沿 方向 的 磁 涡 旋 , 我 们 主要 关心 Fa GIRE 
过 (x,y) 平面 单位 面积 的 磁 通 县 的 大 小 .用 p = |ф| ее 对 
Higgs 场 参 数 化 , 则 通过 闭 通 路 已 所 围 成 的 面积 《如 图 10-8) 
的 通 量 是 


图 10-8 ШЕННЕ, 
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— ——  -— iie 5 АСА > 


qp 一 | Р йхду= | A, dz: = 一 £ | 8;ad x! 
P e JP 


这 里 运用 了 沿路 径 P 时 ，j, 一 0 的 事实 。 由 p(x) 的 单 值 
-性 要 求 , 可 得 到 | 
p= È [д(2х) 一 8(0)] = 215 一 пе, 
(п= 0, +1, 土 2,**…*) (4.11) 


即 磁 通 量 是 量子 化 的 。 这 个 量子 化 磁 通 量 就 是 路 径 了 包围 的 
涡 旋 的 总 拓扑 荷 . m 
为 了 说 明 通 量 的 拓扑 性 质 ， 我 们 注意 到 这 个 理论 的 真空 


是 由 条 件 
\ф| 一 p, = É 


所 定义 的 。 由 于 在 这 一 模型 中 ， 我 们 只 要 求 单位 长 度 的 涡 旋 
线 的 能 量 是 有 限 的 ， 这 意 昧 着 复 标量 场 中 必须 具有 浙 近 形式 
q(8) = epo 其 中 9 是 二 维 中 的 极 角 , n 是 整数 (是 单 值 性 
要 求 )。 这 就 是 说 ， 只 要 把 9 确定 到 一 个 相 因 子 a 一 n0, 这 
表明 以 上 参数 化 的 复 虽 平面 上 ， 存 在 一 个 退化 真空 的 圆 ， 令 
P (х, y) 平 面 的 一 个 圆 , 当 沿 这 个 圆 移 动 时 ， 相 因子 a(x, 
у) = x(0) 可 以 从 零 变 到 2xn。 由 此 х(6) 给 出 了 一 个 从 
(х,у) 平面 的 实 圆 映 象 到 一 个 复 了 内 部 空间 的 圆 С.Е 10- 
9), Ж U(1) 一 5。 因此 , 映 象 的 类 表征 为 
x(U(1)) = Z (整数 集合 ) (4.12) 
此 式 表 明 人 允许 有 无 眼 多 分 立 的 带 有 通 量 ф==пф, (n—0, 
+1, 土 2……) 的 涡 旋 存在 。 其 中 标记 每 一 同 伦 类 的 整数 叫 
绕 数 。 它 表明 相应 于 (x，y) 平面 中 每 转动 ?x 在 平面 中 完 
成 的 转动 次 数 ， 涡 旋 的 兆 通 量 正比 于 绕 数 。 通 量 不 为 零 的 场 
构成 的 侥 数 也 不 为 零 。 由 于 拓扑 荷 守 恒 ， 因 此 它 不 能 由 有 绕 
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10-5 НФУ] (z, у) FERR. 
数 的 构 型 变 为 没有 绕 数 的 构 型 ; 即 不 能 连续 变形 到 a(0) 一 
常数 的 情况 。 如 果 是 这 样 做 , 则 要 求 无 穷 大 能 量 , 基 此 我 们 在 
上 面 求 到 的 涡 旋 性 孤立 子 解 是 稳定 的 。 即 涡 旋 在 进行 拓扑 变 


‚ 化 时 ,其 形状 不 变 ( 非 平庸 映射 ). 


至 于 每 一 根 涡 旋 线 的 能 量 也 可 以 求 出 。 带 有 # 个 单位 磁 
通 的 涡 旋 , 其 单位 长 度 的 能 量 中 为 


„> nana 2 kJ8 (k 2 MN 2) 


一 pam | В = nemile СК == 1/V 2) (4-13) 
е, xis (д> MA 2) 
对 于 涡 旋 线 之 间 的 相互 作用 , 当 k> Ji 时 ,它们 似乎 是 吸 


引 的 ,对 《二 一 二 ,它们 是 排斥 的 ， 对 于 《一 一 一 则 不 确 
V2 V2 


定 , 也 可 以 是 无 相互 作用 的 。 Matricon 等 人 用 数值 方法 求 得 
єз > 2e, GIRE А> 1// 2 )， 因 此 ,在 第 I 类 超导体 中 ， 
二 倍 量 子 化 的 涡 旋 在 能 量 上 是 不 利 的 。 X02 2 单位 通 量 ， 
Bogomolny 用 能 量 泛 函 的 一 般 分 析 也 得 到 了 同样 结论 。 一 个 
RE n 单位 磁 通 的 涡 旋 要 分 裂 成 = 个 分 离开 的 拓扑 等 价 构 型 
的 单位 涡 旋 (对 k > 75) 

(二 ) 3E Abd 涡 旋 性 孤立 子 解 ，Tze 和 Ezawn'? 把 上 
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述 的 Higgs 模型 扩充 到 非 Abel 情况 。 并 得 出 了 以 下 主要 
的 结果 ， 

对 一 个 规范 群 G， 若 要 求 具有 轴 对 称 的 静态 祸 旋 解 单位 
长 度 的 能 量 有 限 ,这 意味 着 当 半 径 趋 于 无 限 大 时 ，Higgs 标量 
АЕ НАЕ ЋЕ, Вр 

lp = (8, — iei A a Yp — 0 (2 = х? + y?) (4.14) 


其 中 :是 在 『P 空 间 上 作用 的 群生 成 元 的 矩阵 表示 。4: 是 规 
范 场 , 它 必须 属于 G 的 伴随 表示 ， 结 合 这 一 条 件 ,我 们 发 现在 
路 径 P( 在 大 > 处 ) 上 任意 两 点 Pi 和 P, 处 的 场 值 有 如 下 
关系 : 

Ф(Р,)==ғ(Р,, Pi)p(P,) (4.15) 
其 由 


Р 
:CP,, P,) = rexp| 一: | ' An (x) dx" | 
P, 


是 一 个 不 可 积 相 因子 。 工 是 沿 着 路 径 的 矩阵 的 编 时 算 符 。 对 
于 一 个 由 角度 8 参数 化 的 环形 路 径 ， 相 因子 S(0) 所 属 的 群 
确定 了 模型 中 所 允许 的 涡 旋 的 种 类 。 例如 : 在 Abel 模型 
ш; | 
S(0) = e"*c U(1) (4.16) 
导致 《4.16) 式 中 结果 和 具有 人 允许 通 量 ps = фол (п = 0, 
+1,- НАВЕ, 

对 于 С 一 50(2), 就 不 同 了 。 如 果 用 二 重 态 Higgs P 
量 酸 坏 规 范 不 变性 , 则 

S(8) = exp(2in8t,)€ SU(2) (4.17) 

Bia SU(2) 对 称 意味 着 这 个 理论 不 能 有 祸 旋 解 ， 因 为 x,(5U 
(2)) = 0， 这 表明 任何 简单 的 涡 旋 解 可 以 连续 地 变形 到 真 
空 。， 即 无 拓扑 稳定 性 ， 但 用 标量 三 重 态 来 破坏 对 称 性 ， 便 可 
КЕЙ: ' 
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S(0) = exp(in0T,) Ee SO(3) (4.18) 
同 伦理 论 告诉 我 们 
x/(SO(3)) = x(SU(2)/ Zi) = Z; (4.19) 
即 这 个 理论 可 以 有 0 或 土 | 通 量 单位 的 解 ， 不 可 能 有 别 的 沉 
WET. 这 表明 Abel 理论 和 非 Abd 理论 是 有 区 别 的 ， 后 者 
RAA IRINANI. 


第 五 节 ”三维 磁 单 极 解 


磁 单 极 就 是 只 有 一 个 磁极 的 最 小 微观 磁体 元 ， 这 个 概念 
首先 是 Dirac 于 1931 年 引入 的 . 现在 我 们 来 看 这 一 概念 是 
怎样 出 现 的 . 

ERTH RERA PCr х, x г) 38— 4" 38 +f 
e" 即 得 男 一 个 被 水 数 gp = ew， 如 果 相 因子 + 是 (zs x 
хз, £) 的 函数 , 即 

TENE TE TE == e" omn] (ху, хоу x. г) 
WE: 
x "(+ in, ) (п, 5 FAIT = 1,2,3) 
因此 , 当 * Ej (wis xa» xs 1) ЯРАН, ДЕ In T 36 
换 关 系 , 即 


E: _ ү ІП;, 


Ox; Oz, 
这 和 电子 在 电磁 场 4 中 的 动量 算 符 的 变化 关系 
_ .. E NE AI 
Р му Әх, ас" as 
很 相似 . 如 果 有 П, = eA;， 则 这 种 变化 关系 就 完全 相同 ,这 
意味 着 引入 不 可 积 相 因子 ДЄ Хур as t) 和 5| 八 电磁 势 4 
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一 样 。 当 我 们 绕 闭合 回路 一 周 时 ， 相 位 + 的 总 变化 常 表 成 : 


(Aras + 2z=n 一 ф mas 


- ‹ф dx, 
n ||... „аз oce ил) 


"是 整数 ，|| or 45 就 是 通过 回路 曲面 的 磁 通 量 , шй 


回路 一 周 时 相位 的 变化 密切 相关 . 

现在 我 们 考虑 由 为 零 的 区 域 。 如 果 p= 0, 则 ”完全 是 
不 确定 的 ,如 果 中 接近 于 零 , 则 由 的 一 小 很 小 变化 就 可 以 对 应 
J r 的 十 分 明显 的 变化 ， 沿 着 一 条 线 通常 满足 这 两 个 条 件 ， 
则 我 们 把 这 条 线 叫做 节 线 。 在 由 一 0 的 地 方 ， 可 以 有 几 条 节 
线 。 假设 有 一 些 波 函数 ,它们 含有 一 条 节 线 ,并 且 这 条 节 线 只 
有 一 个 端点 ,这 时 , 节 线 的 端点 便 是 场 的 基 种 奇 点 。 如 果 我 们 
取 和 包围 这 在 点 的 一 个 闭 曲 面 ( 此 时 (A 入 7 )ww = 0), ШН e 3Ë 

1 ФГ 45 = 2лп 

如 果 穿 过 一 个 闭 曲 面 的 磁 通 量 不 为 零 ，。 这 就 意味 着 该 闭 曲面 
里 面 有 某 一 个 磁 单 极 存在 。 若 用 q, 来 表示 它 的 强度 。 则 有 
fj ər - AS = Anam IRIRE PRY Gauss 定理 相似 ,可 称 


为 磁 学 中 的 Gauss 定理 。 它 表 上 明 容 过 包围 磁 单 极 的 任 一 闭 
曲面 的 磁 通 量 等 于 被 包围 的 磁 单 极 强度 qu 的 An 倍 。 其 中 ， 


In = — e, 它 表 明了 粒子 电荷 和 磁 单 极 子 强度 紧密 相关 ， 因 


此 ,如 果菜 处 存在 一 个 磁 单 极 子 ,那么 自然 界 所 有 的 带电 粒子 
的 电荷 就 必须 是 量子 化 ,另外 ,如 果 在 量子 理论 中 有 了 磁 单 极 出 
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现 , 则 从 量子 力学 的 考 起 中 能 够 十 分 确定 地 得 出 这 个 表达 式 ， 
而 且 是 不 可 如 免 的 。 同 时 ,如 果 磁 单 极 存在 ，Maxwell 电磁 方 
程 组 就 可 以 袁 抱 对 称 的 形式 。 在 Dirac 提出 磁 单 极 后 ， 人 们 
从 理论 和 实验 上 作 了 天 量 的 工作 ,他 们 从 自然 界 中 ,或 实验 室 
中 去 找到 它 的 存在 。 最 近 ， 美 国 斯 坦 福 大 学 的 Blas, Cabrera 
精确 地 测定 了 超 导 饮 线圈 中 的 磁 通 量 的 变化 ， 通 过 151 天 的 
观察 ,在 一 次 观察 中 测 得 磁 通 量 突然 增高 , 它 恰 好 为 一 个 磁 单 
极 引 起 的 磁 通 量 , 从 而 声称 他 观察 到 磁 单 极 的 存在 ， 

应 当 指 出 Dirac 的 磁 单 极 子 必须 附 上 一 条 讨厌 的 节 线 或 
奇异 的 弦 ， 这 是 不 目 然 的 。 1974 年 办 联 的 A. M. Palyakov 
和 荷兰 的 С. 't.Hooft 指出 磁 单 极 的 质量 超过 质子 质量 的 五 
干 倍 ( 现 在 的 电磁 , 弱 , 强 作用 的 大 统一 理论 中 ,认为 磁 单 极 的 
质量 为 质子 质量 的 10" 倍 )。 同 时 又 指出 如 果 将 Dirac 电磁 
U(1) WER RKA BE Abd 紧 致 规范 群 中 , 则 这 理论 中 的 
磁 单 极 子 可 以 不 带 有 奇异 弦 ， 并 且 它 也 是 非 线性 偏 微分 方程 
的 一 种 弧 立 子 解 。 下 面 我 们 来 研究 它 ， 


图 10-10 ” 紧 致 电动 力学 的 G. 't. Hooft 结构 


让 我 们 来 考虑 如 图 10-10 所 示 的 紧 致 电动 力学 的 G. 't 
Hooft 结构 ,其 中 ,是 进 人 球 内 空间 的 磁 通 量 ，P。 是 围绕 磁 
力 线 的 一 个 路 径 , 沿 着 P 的 势必 须 是 纯 规 范 的 。 由 于 这 一 情 
况 以 及 所 有 电荷 场 应 是 单 值 的 , 则 有 
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— y =. Í — — LL = ч J 


Ф ~ фр, Adr = 279 


[a 

对 于 一 个 Abe 理论 , 通 量 必须 全 部 流出 球 ， 因此 ,外 国 线 
P, 不 可 能 连续 地 移动 到 一 个 常数 (P, — P, — P, — ` * * — A 
HR). 这 就 是 说 在 一 个 Abd 磁 单 极 情况 下 ,要求 一 个 Dirac 
24. BAE, WREE UC) 规范 群 放 人 一 个 非 Abel Ж 
致 群 中 ， 则 磁 单 极 可 以 不 需要 附 上 奇异 弦 ， 例 如 ,在 SO(3) 
规范 理论 中 ,一 个 4х 的 转动 ,可 以 变 为 在 南极 的 常数 ,因为 规 
范 变 换 中 的 自由 度 增 加 了 ， 因 此 在 这 样 的 理论 中 ， 可 以 有 磁 


f d» m 5 (9 = tl, t2, ) 的 无 防磁 单 极 存在 ， 为 了 


实现 这 一 想法 ，G. ч. Hoo. 等 人 考查 以 下 的 具有 so(3) 规 
范 不 变 的 拉 氏 函数 E: 


9 = oc " Fe, F” 十 Рр" 


Еа = ðA! — 0,47, + ec?! Ab А | 
D.p = ĝa + esh Ato (а = 1, 2, 3) 
它 描述 了 规范 场 4. 和 Higgs 同位 旋 矢 量 场 q" 的 相互 作 
用 .同时 它 是 SOQ) 规范 不 变 的 。 即 它 是 幸 - 电 信 作 用 的 
Goorgi-Glashow Ж, 它 描述 了 一 个 无 质量 光子 和 二 个 重 的 
带电 的 中 间 舌 量 玻 色 子 。 后 者 从 Higgs 机 制 得 到 质量 。 这 
样 由 于 简 并 真空 qi= m /8 的 存在 引起 50(3) 规范 对 称 性 
HERRE. Ж а F, REF ОСІ) 规范 对 称 性 保持 不 
ak. | 
ДЕЧ E-L 方程 ,由 (5.1) 式 得 到 经 典 运 动 方程 为 ; 
ID Re == —ев°°“ф* D p° 
< 5.2 
o © Р =" 


б. 't. Hooft 和 Polyakov 来 出 了 这 个 方程 有 一 个 磁 单 航 解 ， 
对 此 它 作 一 个 静止 的 球 对 称 假 设 : 


I = 0, 4 == Ea [1 — K(r)ler? f (5.3) 
Фф" = tH(r)/er == z + у? + 2? 

把 (5.2) 式 简 化 为 联 立 的 径 同 方程 , 即 ; 

PK” = K(K' — 1) + KH? (54 
bs = IHK? + 8| (H`: — erÜH)(e = MB) | 


对 于 К=0,Н== cr 的 精确 解 , 因 它 对 应 于 无 限 大 的 能 量 ， 
”我 们 不 感 兴趣 ， 不 去 管 它 ， 对 于 一 个 沿 半径 指向 外 的 有 相同 
渐 近 行为 的 解 , 它 在 原点 接近 于 一 个 纯 规范 (F2 一 0)(K(0) 
= +1) 是 有 特别 意义 的 ， 如 图 (10-11) BUR. 这 个 解 就 称 
为 磁 单 极 。 一 个 磁 单 极 的 能 量 或 质量 可 用 数值 计算 法 得 出 ， 
最 后 可 得 : 


M 一 es 08/6) = Ка Kele) 


Hp, a= e/4z, J 是 一 个 缓 变 单调 上 升 的 函数 。 万 0) 一 1, 
Н M。 是 矢量 玻 色 子 的 质量 。 因 为 1/a= 二 137, 可 估计 M. ~ 
50GeV ， 可 见 磁 单 极 的 质量 很 大 ， 

在 3-D 空间 中 ,拓扑 不 变量 是 磁 荷 。 为 了 说 明 孤 立 子 解 
拓扑 的 非 平庸 性 或 稳定 性 ， G. 't. Hoot 构造 了 一 个 规范 不 
ar НН ЫЫ ЕШ: | 


Fas 一 PFs 一 一 sGD up Dg 
т (5.5) 
б = vile! 
t n] Ep: 
F „= 0,B, — 0,B, — L eop Ân 
| ё (5.6) 


B, = @ Ax, 
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а= ш m - . —-—— F Се — 
ЖОГА: — — ~ = 一 ~ Binim 


图 10-1l 磁 单 极 解 形式 
XE (5.3) 式 代 人 到 (5.6) 式 ,可 得 到 ; 
Ен = Кет? (5.7) 
从 拓扑 意义 上 讲 "9, 它 至 少 相应 于 一 个 磁 荷 为 gm 一 二 的 点 
磁 单 极 子 的 磁场 。 若 我 们 改变 (5.3) 式 的 符号 ， 就 可 得 到 反 
磁 单 极 子 ng， 现在 来 看 这 个 荷 的 拓扑 来 源 ， 
ШЖ B, rien, MASE ARNt 
是 : 
*j, m ӨР, = 2 Eung O(G OOG) 
a HIER РЕН АЈ, БПӘ „= 0， 但 是 这 个 拓扑 流 不 是 一 
个 Noether 流 。 与 它 相 联 系 的 荷 不 能 生成 一 个 Lagrange 量 
的 对 称 ， 磁 通 或 磁 荷 是 ， 
Ф = 4:g;, 
= | ee = 1 ф 18 i 47016 0,0 ( d'a), (5.8) 
2e k 
Ан, я 是 一 个 半径 为 RR 的 球 (在 极限 下 А оо), № 
个 球 可 以 用 两 个 参数 座 标 (ce 一 1, 2) 来 表示 。 上 式 可 写 
В: 
| =: =. |, ФЕ > £,56 ae 058, = ies V E 
g = де\(д„ф°д,ф*) 
我 们 知道 ,这 个 积分 是 映射 $4 >л 的 Kronecker 指标 的 4x 
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(5.9) 


倍 。Kronecker 指标 必定 是 一 个 整数 , 则 我 们 可 得 : 
dm = п | де 

磁 单 极 孤立 子 的 出 现 带 来 了 以 下 几 个 结果 : 

(1) 可 以 通过 Julia 和 Zee 自治 的 假设 4i— xJC/ 
ef 引 人 一 个 电场 , 就 可 出 现 双子 (dyon) fig", 这 个 双子 
具有 有 限 的 能 量 和 连续 的 电荷 和 磁 荷 q, 一 E 在 量子 理论 
中 ,电荷 允许 值 变 成 分 立 的 : g= пе, 09 

(2) 这 一 理论 可 扩充 到 高 秩 规范 群 , 如 SU(3)。 这 时 可 
构成 具有 多 种 不 同 荷 的 新 磁 单 极 子 。 

(3) 在 极限 8— 0 时 (保持 条 件 H(r) 一 一 一 
sad 和 Sonmerfield!? 15 到 (5.4) 式 的 严格 解 为 : 

K(r)= Cr/sh(Cr), H(r)= (Cr). Cr) — 1 

(4) Hasenfratz 和 G. 't. Hooft 及 Jackiw 和 Rebbieo 指 
出 ,如 果 利 用 SU(2) 把 同位 旋 二 重 态 的 Lorentz 标量 加 到 单 
极 模型 中 ,就 有 一 个 磁 单 极 加 上 同位 旋 量 的 态 , 它 的 角 动量 为 
这 个 复合 系统 显然 问 样 服 从 Dirac-Fermi 统计 。 因 此 , 自 
旋 是 从 同位 旋 而 来 的 ， 

(5) KARHI SU(2) 模型 有 gw 一 二 的 磁 单 极 存 
E, CERERE Z EHDE REER? 现在 认为 对 适 
当 定义 的 “ 球 对 称 ”， 不 存在 an | > 2- 的 SUC) RARR 
单 极 ， 对 SUG) 存在 着 多 磁 荷 的 球 对 称 单 极 子 忆 ， 

(6) 在 3D 中 不 能 构成 一 个 拓扑 稳定 的 没有 长 程 场 〔 由 
于 Higgs 机 制 变 得 相当 重 的 所 有 规范 场 ) 的 静态 有 限 能 量 


解 。 因 为 在 三 麻 空 间 中 一 个 无 限 位 垒 需要 长 程 规范 场 ， 这 无 
限 位 垒 帅 来 提供 拓扑 稳定 性 ,阻止 孤立 子 喜 变 为 普通 真空 中 
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Cr), Pra- 


Ра — am 
M à -— 


第 六 节 “四维 空 间 的 拓扑 性 孤立 子 一 一 瞬 子 


现在 我 们 来 研究 四 维 欧 氏 室 间 的 拓扑 性 孤立 子 解 。 这 个 
问题 首先 由 Belavin, Polyakov, Schwarz 和 Tyupkin (BPST) 
进行 了 研究 。 他 们 求 出 了 在 四 维 实 空间 中 ,在 SUC) FRE 
Abe 规范 场 方程 的 无 源 解 。 这 个 解 被 称 为 瞬 子 ， 在 这 种 情 
况 下 :其 规范 势 在 全 欧 氏 空间 是 解析 的 ,但 场 强 存在 于 时 空 局 
部 区 域 ， 欧 氏 能 量 , 动 量 为 零 。 在 下 面 我 们 简单 地 叙述 ВР5Т 
等 人 的 工作 . 其 详细 推导 请 参见 有 头 原文 ， 

TE 4D 中 规范 场 拉 氏 函数 密度 ，BPST 表示 成 : 


L — — ЕЕ, (и,»=1,2,3,4) (6.1) 


其 中 ， 
Fi, = 0,4; — 0,4; + 8C' ALALCC* = 结构 常数 )， 
现在 我 们 考虑 规范 群 5U (2)， 并 利用 短 阵 表示 : 
Аһ == d*r'l2, Fas = Per/2. 
Kuh. c 是 2 x 2 polly 和 矩阵， 在 移动 这 些 量 时 ,我 们 利用 
了 以 下 的 关系 式 ; | 
i т?) = 2ieg'5r*, Trr^r? = 28° 
Trz^v?c* = 2i" (Tr = Ж) 
TI (6.1) 式 , 由 E-L 方程 ,我 们 可 得 到 场 方 程 为 : 
Р.Е, = 8,F,,— ig[A,, F,,] = 0 (6.3) 
我 们 可 以 看 到 ， 在 这 一 理论 中 ， 只 存在 一 个 拓扑 不 变量 ， 即 
Pontryagin 指标 ,或 第 二 类 陈 氏 数 。 它 相应 于 ，xs(5U(2)) = 
2, 在 这 种 情况 下 的 拓扑 荷 2 我 们 定义 为 : 


2 
Q = TE) | dx Tr (Sy, Е) = x (6.4) 


(6.2) 


Ep, n=0, +1, 土 2……。 而 0 一 ”是 SU(2) ТЕЙ 
象 下 被 覆盖 的 次 数 , 记 为 E(x) 的 同 伦 类 ,g(x) 则 是 规范 群 
的 矩阵 。 这 个 拓扑 荷 在 4.— 0 的 规范 中 ， 简 单 地 就 等 于 在 
一 一 c 和 + 上 = 一 oo 之 间 的 绕 数 的 变化 。 

对 于 这 样 的 物理 系统 ,我 们 还 要 引进 一 个 不 等 式 


| d'xTr (F.. 一 一 A в.а) = Ü (6.4)' 
WA $ PESE HE 1e ERE RE E 加 一 个 限制 , 即 ; 


Ea |. d'xrTr( F aF n) 2 8=| O| (6.5) 


其 中 ,0 是 可 以 进一步 简化 的 。 如 果 4, 没有 奇异 性 , 即 
д, pdi = ð aA 
则 有 


Tr (+ € us) = 8 (2,27 
2 ди 


' (28.4, + 2 л,л„л,)) (6.6) 


这 里 在 (6.6) 式 的 右 端 是 规范 无 关 的 ,但 
28 nT r (45.4; Ë £ 4.4.45) 
是 规范 有 关 的 ， 如 果 (6.3) 式 是 可 积 的 ,并 令 g-— 1, W O X 
可 表示 为 
Ü = m - d | 2g | 15 
О TE, P Henr? (4,9,4, Tu АА.) ге 
(6.7) 
为 了 使 Fu。 渐 近 于 零 , 我 们 要 求 A, HH r оо 时 是 一 个 
纯 规范 , 即 
Aux) = ig (худ (х), хе? (6.8) 
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(6.5) 式 所 给 的 互 的 限制 表示 :具有 不 平凡 荷 的 孤立 子 
解 所 具有 的 能 量 有 一 个 下 限 。 如 果 有 


F, = 3 Emra Pot (6.9) 
关系 存在 ， 则 我 们 应 取 (6.5) 式 中 能 量 的 下 限 。 当 这 个 条 件 
成 立时 , 场 方程 自动 满足 。 因 为 : 
b PEE (+ Pad Fas) =й 
(对 于 无 奇异 弦 的 场 是 一 个 恒等式 ), 
利用 规范 场 的 球 对 称 假设 ,我 们 可 写成 : 
А = if(r)g' (x)O,g x), у == xi + xi xl + xi 
| — ү (6.10) 


r 


把 它 代 人 (6.9) 式 经 过 整理 ,我 们 发 现 请 足 目 对 偶 条 件 


g(x) 一 


rf 2; (1 — f) (6.11) 
TREAT BER RRITE, 
KG) m тү, (6.12) 


这 个 解 称 为 眠 子 ,其 中 ,6 是 一 个 有 长 度量 纲 的 任意 标 度 ， 即 
瞬 子 的 大 小 ,这 个 瞬 子 可 以 定 域 在 任何 地 方 , 并 具有 任何 体积 
尺度 。 由 这 个 解 和 (6.10) 式 可 求 得 : 

Aa == 一 m g '8,g 


ү ps (6.13) 


F ,, = Cn 
"Uo (qa gy 


Еф, 
1 i 1 
zh Су ne W 


HTRABFHY Pontryagin 指标 Q 一 1， 由 于 当 7Y 一 
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col, F,,—0, B. A, 接近 于 一 个 纯 规 范 ， 在 (6.13) XX 
中 作 一 个 平移 变换 : xu 一 zu 一 an 也 可 以 得 到 另 一 个 瞬 于 
解 ,其 位 置 在 х, = en 处 ， 同 样 也 存在 一 个 反 瞬 子 解 ， 它 就 
是 把 (6.13) 式 中 的 第 一 式 的 8 换 成 8g+ 后 得 到 的 。 这 个 解 满 
046, 
1 4 
F| = — (2а) = (r PT. Di 
其 中 
Q == Ui, Qa | = Oi 


它 所 对 应 的 拓扑 荷 О = —1, XT 


Fu жа +— E avaf Ё op 


和 101 一 1， 除 了 上 述 的 规范 变换 外 , 大 概 是 没有 其 它 的 解 
Т. ХРА РЕА 个 参数 来 表示 。 其 中 4 个 确定 它 
的 位 置 , 1 个 决定 它 大 小 . 

MdB: 瞬 子 并 非 物理 粒子 。 它 是 四 维 欧 氏 空间 〈 虚 
“时 间 ) 而 非 四 维 物理 空间 中 场 方 程 的 解 。 即 骨 子 过 程 系 在 虚 
时 间 内 进行 (很 类 似 于 量子 力学 中 的 隧道 效应 )。 它 可 认为 是 
ТЕШЕН [НК Ал = 1 的 两 个 经 典 真空 的 规范 势 连 接 起 来 的 
经 典 解 (或 路 径 ), 即 可 表 成 : 


改名 为 瞬 子 其 瞬 子 之 间 是 没有 相互 作用 的 ， 在 计 及 量子 起 
伏 时 ， 瞬 子 与 反 瞬 子 之 间 的 相互 作用 才 存 在 .虽然 这 样 ， 但 
它 在 欧 氏 空间 中 的 许多 性 质 很 象 粒子 ， 具有 可 观察 的 物理 效 
应 . 例如 瞬 子 隧道 效应 可 以 在 物理 上 5j 起 可 观察 到 的 效应 , 
这 些 效应 借助 在 自然 真空 中 的 微 扰 方法 也 可 以 加 以 说 明 。 正 
是 这 畔 ,所 以 人 们 六 把 它 称 为 腊 粒 子 。 男 外 , 肯 于 与 强 相互 作 
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用 理论 (OCD) 关系 密切 , 所 以 瞬 子 物理 是 当前 规范 理论 中 
虹 究 的 重要 课题 之 一 ， 

最 近 有 人 还 指出 ， 基 于 规范 场 强 Fu 和 Reimann 空间 
的 度 规 张 量 Rua КУЛИ, E AR НДЫ! A T BET 
BRS. 3295184 f. О РАЈЕ ES bk E T EE TEX 
空 的 Minkowski 空间 中 的 不 同 真空 (Кав = 0) 之 间 插 人 
的 ， 很 可 能 在 所 谓 超 规范 理论 中 还 存在 着 超 引 力 瞬 子 。 


第 七 节 ЗЕМЕ 


对 于 非 拓 护 性 孤立 子 , 它 是 不 同 于 拓扑 性 孤立 子 的 ,其 根 
本 区 别 在 于 它 不 需要 有 简 闪 真空 的 存在 ， 它 在 无 穷 远 处 的 边 
界 条 件 和 场 方程 无 孤立 子 解 是 一 样 的 ， 同 时 它 还 必须 村 求 有 
如 " 电 敬 ”一 类 的 加 法 守恒 律 和 一 个 标量 场 的 存在 。 因 此 要 产 
生 一 个 非 拓扑 性 孤立 子 的 最 简单 方法 是 引进 一 个 复数 场 29 
p= pit їр, P= q — ip (7.1) 
其 中 ,pm 和 p 都 是 Ermi 场 ， 这 里 我 们 仅 讨 论 一 维 空 间 的 
情况 .其 相应 的 拉 氏 密度 可 表 成 


— 1 Op” др тү ж 
L 3 Әх, ду, U(o*g) (7.2) 
JH E-L jjf&,r (7.2) 式 可 得 到 运动 方程 为 : 
Өр _ ð toj 
0x 50+) U(g*g) = 0 (7.3) 
利用 上 式 ,, 我 们 可 直接 证 明 : 
N=; | (реф — ф*ф)4к (7.4) 


是 一 个 守恒 量 (只 要 假设 ; ZE :— + о Met? - PL 
SFERT). 
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在 这 系统 中 ， 之 所 以 会 有 这 样 的 守恒 量 存在 ， 是 由 于 在 
p ре" 的 变化 下 , S 是 不 变 的 ， 则 Hamiton 函数 2 这 
时 也 不 会 改变 ， 因 此 ФЕ 与 9 无关 ， 为 此 我 们 可 取 NN 为 8 的 


ЖЕШ. HH Hamilton 方程。 我们 可 得 : N = 2E 0, 


以 N 是 一 个 守恒 量 。 在 经 典 场 论 中 ，N 可 为 任何 实数 。 因 为 
9 是 一 个 相 变 量 。 当 0 一 9 十 2x hf, p— o. WERTH 
论 中 ,N 象 角 动 量 一 样 , 必 为 整数 (以 上 推理 也 可 以 反 用 , 即 
如 果 六 是 一 个 守恒 量 ， 则 ZF quitus EC. ORT 
场 论 中 ,如 N 为 整数 , 则 8 必 为 一 个 循环 变数 , 故 可 取 Ө 为 相 变 
量 ， 这 就 解释 了 我 们 在 开始 时 为 什么 要 引进 复数 场 的 原因 ). 

= N = 0 时 , 则 一 定 与 时 间 有 关 。 很 容易 证 明 , 当 我 们 
国定 N 后 ， 则 最 小 的 能 量 解 与 时 间 的 关系 应 服从 谐振 子 的 关 
R: 


p = (x) e im (7.5) 
将 (7.5) 式 中 的 中 代入 (7.3) 式 可 得 
d'a 2 d € 
qui дй ыша e Ü 
对 上 式 积分 后 得 
1 fdo 
1 (5) — V (e) = 常数 (7.6) 


图 10-12 - 势能 曲线 ， 
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其 中 
у= 2-00 — о?у, U = убо?) 
由 于 非 拓扑 性 孤立 子 不 需要 真空 简 并 , 故 可 取 U(0) == 


0. 这 时 口 可 取 如 图 10-12 所 示 的 形式 ， 
为 了 得 到 非 拓扑 性 孤立 子 解 ,我 们 设 


ү = E (U — wo?) 
具有 如 图 10-13 所 示 的 形式 。 即 有 


| U(g*p) — o'g*p = 0 
BERTA Y= 0 HEEE p = 0 的 解 存在 。 


1. (U 一 шау 


10-13 : (U 一 os0 曲线 。 


在 非 相对 论 性 的 力学 模拟 情况 下 , 质点 的 势能 应 为 一 V. 
其 形式 如 图 10-14 所 示 ， 当 * 一 一 oo 时 ， 放 在 O 点 处 的 质 
点 , 我 们 若 轻 轻 地 推 它 一 下 , 它 将 沿 着 曲线 滚 到 4 点 ,然后 由 
4 点 个 退回 来 . 在 + 一 + co 时 ， 它 又 液 回 到 了 0 点 ,这 种 
运动 规律 是 容易 求 得 的 、 由 (7.6) 式 可 得 通 解 为 : 
da 


^ /2V (а) 


NW 


(e = AW, z= хо) (77) 
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图 10-15 . MTE plr). 
显然 在 此 情况 下 ， 其 场 的 能 量 约束 在 空间 的 有 限 区 域 中 而 不 
弥散 ,因此 它 是 孤立 子 。 由 于 在 х + оо Ну, ЖАТ, 
而 它 是 一 个 非 拓 扑 性 的 孤立 子 ,其 解 的 形式 如 图 10-15 所 示 ， 
我 们 从 图 10-12 TEE, 0 — 0 Ч, U — то, 其 中 
m ”为 常数 。 但 如 果 我 们 取 了 为 图 10-14 所 示 的 形式 , 则 我 们 


可 证 明 必 有 


e < т (7.8) 
现在 如 果 我 们 取 : 
pgp Ру ы їй] 
M m I Е" + 61 
则 这 有 时 由 运动 方程 可 得 到 解 为 : 
1 u b 
= ope "e 
Ы 5 А 


其 中 ， 


а = (1 + &)(m! — 07) т, y = 24/m' — о (х — x) 
# (7.9) 式 中 ， 当 我 们 令 : 1х1 — oo B, 便 可 得 到 这 个 
解 的 渐 近 形式 为 : 


px m — uw! ems . (7.10) 


这 是 一 个 训 减 的 解 。 在 |x| 一 oo 时 ， 它 将 衰减 到 零 。 符合 
非 拓扑 性 孤立 子 的 定义 。 因 此 ,〈《7.10) 式 所 具有 的 渐 近 形式 
具有 普遍 性 。 我 们 也 可 从 其 它 方面 来 严格 加 以 证 明 的 ， 
下 面 我 们 来 说 明 这 种 孤立 子 的 稳定 性 ， 
对 于 这 种 孤立 子 的 稳定 性 完全 由 在 同一 守恒 量 下 它 的 能 
量 与 平面 波 解 的 能 量 相 比较 来 决定 的 ， 首 先 讨 论 一 维 情 帝 ，。 
我 们 知道 任何 非 线 性 场 方程 都 具有 形 如 
N К.ж зу E 
o- „|20. е (о == лт + К ) C40) 
的 平面 波 解 。 这 是 因为 当 系 统 的 体积 8 一 оо ki, FX We 
变 成 无 穷 小 ， 因 此 可 和 忽略 拉 氏 函数 中 场 的 高 次 项 .在 保留 一 
次 项 下 ， 并 可 得 到 此 解 。 对 于 这 样 的 平面 波 解 的 能 量 与 守恒 
量 ( 如 N) 之 间 有 如 下 的 直线 关系 , 即 : 
E pun = Мо Z2 Мт (7.12) 
对 于 孤立 子 解 来 讲 , 能 有 量 是 N 的 非 浇 性 函数 , ЕН (7.8) Á. 
可 知 ，o < m, 因此、， 非 拓扑 性 孤立 子 解 可 以 认为 是 平面 流 
的 解析 延 拓 ， 即 从 ww 三 mw 延 拓 到 ww 三 m 的 结果 。 对 于 任何 守 
恒 量 N 和 任何 矶 全 常数 g， 非 拓扑 性 孤立 子 解 中 所 对 应 的 最 
低能 量 Esoiiior 为 
E soliton < Мт (7.13) 
由 前 面 可 知 守 恒 量 N 和 复数 场 的 相 角 Ө = o: 是 互 为 共 


我 们 有 : к= 28 6-02 
印 变 量 的 , 则 我 们 有 ; 太一 一 -69 和 9 一 оу 的 关系 存 
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Zr. t 6 — o 及 在 任何 解 上 区 的 本 征 值 是 能 量 E, ДД 
上 式 可 写成 ; 
w == ES (7.14) 
对 于 平面 玻 ,o 与 无 关 ， 即 得 E = Na. 但 对 于 非 拓 
扑 性 珀 立 子 就 没有 这 关系 了 ， 因 为 应 考虑 中 与 的 关系 . Ж 
我 们 考虑 о -> m^ 的 极限 情况 , ЕН C7.10) 式 可 知 ， 当 o 
而 ”时 ,有 
N — 2m ТЕ — m а? — 0 
ЕН (7.14) 式 的 积分 ,并 因 о < m, WIS: 
N N 
E petiton = \ oaN < "| dN=mN — (745) 


由 此 得 到 Е,» < Esa. 即 在 一 维 空间 中 ， 如 果 存 在 非 拓 
扑 性 孤立 子 解 , 则 对 任何 守恒 量 N， 最 低能 量 术 不 是 平面 波 ， 
而 是 狐 立 子 。 同 时， 这 个 孤立 于 解 永远 是 稳定 的 。 对 于 二 维 
情况 ,也 可 以 加 以 证 明 , 并 得 到 在 一 定 条 件 下 ， 孤 立 子 是 能 量 
最 低 态 ,而 且 是 稳定 的 ， 

以 上 是 在 一 维 空 间 中 所 求 得 的 静态 孤立 子 解 . 若 要 把 它 
推广 到 (3 十 1) 维 中 去 时 ,由 于 Derrick 定理 ， 二 标量 场 没 有 
静态 孤立 村 解 存 在 ， 但 是 如 果 非 线性 标量 场 有 一 个 内 部 对 称 
群 @ 存 在 时 ， 则 可 能 存在 形 如 {е “mp -的 孤立 子 解 . 
其 中 7; 为 群 G 在 标量 场 P 所 属 的 表示 中 的 生成 元 , ol) 是 
He T EB]: 的 群 参 数 。 G Abd 群 的 情况 下 ， 兽 由 李 政 
Зар ЛЕУ 07, с Е Abe #PHA M Р, JR 
EAE, G = SU(2) 同位 旋 群 的 情 襄 为 例 ， 研 究 了 具有 非 
Abel 内 部 对 称 性 的 标量 场 的 孤立 子 。 并 证 明了 , 只 有 g(x) 
的 LD = ЖГ 分 量 不 为 零 的 非 拓扑 性 珀 立 子 是 稳定 的 。 - 
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第 八条” 孤立 于 的 量子 化 


在 当前 的 场 论 研究 中 ， 人 们 党 将 某 些 非 线性 方程 作为 定 
域 量 于 场 方程 的 经 典 近 似 方 程 , 求 出 它 的 孤 了 并 于 解 ,然后 再 量 
子 化 。 量 子 化 后 的 孤立 子 , 更 好 地 体现 了 它 的 粒子 性 ， 即 波 - 
粒 二 象 性 ， 这 对 于 研究 孤立 子 的 性 质 和 它们 之 间 (或 它 与 其 . 
它 粒子 ) 的 相互 作用 情况 很 有 好 处 ， 但 是 这 里 就 出 现 两 个 问 
RH: 非 线性 场 方程 的 孤立 子 能 不 能 量子 化 ? 如 果 能 ， 又 如 何 
进行 量子 化 ? 从 当前 来 看 ,这 些 问 题 既 是 一 个 复杂 的 问题 ,也 
是 一 个 没有 解决 的 问题 。 所 发 表 的 文章 不 少 ， 在 这 里 我 们 仅 
简单 地 介绍 这 方面 的 问题 ， 

我 们 都 知道 第 一 章 介 绍 的 几 类 方程 如 SG 和 p 场 方程 
都 有 孤 并 子 解 ， 它 称 为 经 典 仙 并 子 ， 所 谓 量子 化 就 是 针对 它 
mE. CERAT? 首先 看 以 下 事实 ， 

在 任何 场 论 中 ,我 们 考虑 的 系统 有 很 多 不 同 的 场 ,我 们 综 
合 好 用 中 来 表示 它们 。 这 些 场 与 场 之 间 可 有 很 多 不 同 的 耦合 
带 数 。 为 简单 起 见 ， 可 用 下 式 定 义 一 个 作为 总 体 的 耦合 常数 
g， 藻 我 们 用 《3.1) 式 的 拉 氏 函数 , 则 在 经 典 场 论 中 的 经 典 孤 
TRER: 


则 
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g, 与 8 无关， 因为 经 典 解 由 作用 量 积 分 的 极 值 所 决定 ， 而 
作用 量 与 | Za" 成 正比 ， 因 此 经 。 与 & 无 关 , 意 味 着 相 


应 的 孤立 子 解 o 也 必 与 8 无 关 ， | 

在 量子 化 理论 中 的 作用 量 等 于 4" 3€ EZ MER & , 而 
后 者 线性 地 依赖 于 Z BU g'S, 于 是 我 们 可 期 待 中 起 
着 一 种 类 似 A 的 作用 ,我 们 可 以 这 样 来 理解 .如 果 在 广义 坐 
标 空间 中 有 两 个 点 4 和 B ,考虑 两 条 不 同 的 路 径 , 每 一 个 路 径 
有 个 相 : 


把 所 有 不 同 路 径 的 

(| gas) 
加 起 来 。 即 为 量子 力学 中 幅度 。 因此 中 ->* 0 814—088 
曲 同 工 之 妙 。 它 们 都 分 别 地 将 量子 力学 的 解 过 渡 到 经 典 力 学 
的 解 。 所 以 一 旦 有 经 典 玻 色 子 场 孤 立 子 解 存在 ， 那 未 可 证 明 
至 少 在 弱 耦 合 的 场合 下 总 有 一 个 相应 的 量子 孤立 子 解 存在 . 
如 果 我 们 把 量子 孤立 子 解 用 中 ОЕР, 那么 用 P MUN 
展开 形式 与 用 有 为 短 的 展开 形式 极为 相似 , 首 项 全 同 于 WKB 
近似 。 因此 如 果 我 们 把 量子 孤立 子 解 的 能 量 瑟 用 P ШЕШ 
开 , 即 | 

1 2 
式 中 第 一 项 就 是 经 典 解 的 能 量 Eams 因 为 psacc 王 ， 所 以 它 是 


o (5). 如 果 是 可 重 整 化 的 场 论 , 那 么 后 面 的 项 0(1) ,0(g) 


可 以 证 明 是 有 限 大 的 (主要 的 理由 是 因为 pea 在 空间 xn 无 
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amic 

这 段 论述 表明 ， 一 个 场 或 一 个 系统 是 否 有 量子 化 的 孤立 
子 解 存在 ， 只 要 研究 这 个 场 或 系统 有 无 经 与 孤立 子 解 就 可 以 
了 ,为 此 , 李 政 道 等 人 认为 : 在 一 个 能 重 整 化 的 玻 色 场 中 ,对 
每 一 个 经 典 孤 立 子 解 ， 都 存在 相应 的 一 个 量子 化 的 解 。 当 看 
合 常数 & 一 0 时, 它 的 质量 趋 近 于 经 典 孤立 子 的 质量 ,同时 它 
还 有 一 个 形状 因子 ， 所 请 能 重 整 化 即 是 在 具有 无 穷 大 的 粒子 
的 相互 作用 和 矩阵 元 s 中 的 参数 ,如 电荷 ,质量 等 ， 用 它 的 物理 
值 (实验 值 ) 代 替 和 引信 重 正 化 因子 后 , 则 s fec ET ELE 


为 零 的 场 , 当 它 们 之 间 的 相互 作用 的 拉 氏 量 或 Hamilton E, 


不 超过 场 量 中 的 四 次 方 时 ， 量 子 电 动力 学 证 明了 它 是 可 重 整 
化 的 。 对 于 这 样 的 场 存在 着 量子 化 的 孤立 子 解 ， 它 的 形状 因 
子 是 可 测量 的 ， 其 形状 怡 好 象 经 典 弧 立 于 的 形状 。 当 然 ， 对 
Fermi 场 也 可 以 作 类 似 的 定义 ， 

那么 又 如 何 量 子 化 一 个 经 典 孤 立 子 昵 ?我们 都 知道 ， 对 
于 一 般 的 束 继 坊 ,在 4 一 0 时 , 解 是 不 存在 的 . 但 是 在 量子 化 
束缚 态 中 ,五 如 前 面 所 论述 的 那样 , 当 4 一 0 时 , 解 是 存在 的 ， 
同时 ,由 于 孤立 子 解 与 非 线 性 场 有 关 ， 则 往常 的 微 扰 展开 法 ， 
对 它 也 不 适合 了 。 因 为 当 耦 合 常 数 很 小 时 ， 场 量 P 可 能 很 
大 。 然 而 对 于 一 般 的 孤立 子 系统 如 非 线性 Schrödinger 方程 、 
SG 方程 和 场 方程 等 ,都 是 一 个 完全 可 积 的 正则 系统 . 它们 
中 的 每 一 个 弧 立 子 都 具有 确定 的 能 量 、 动 量 \ 电 荷 、 质 量 等 基 
本 物质 特性 。 因 此 ， 使 用 常用 的 正则 量子 化 方法 进行 量子 化 
是 很 恰当 的 29-292s a 当然 当前 也 有 采用 路 径 积 分 的 方法 
的 。 在 下 面 只 是 简单 地 介绍 一 下 李 政 道 等 人 9-pe'on 提出 的 
量子 展开 方法 。 其 详细 情况 和 其 它 方法 349, 读者 可 查看 有 
XE. | 

这 种 量子 化 方法 是 将 其 量子 解 向 经 典 解 展 开 ， 其 展开 系 
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— -一 一 一 -一 二 mm 


数 就 是 粒子 的 产生 算 符 和 消灭 算 符 。 它们 应 满足 所 应 满足 的 
对 易 关 系 ,在 这 种 孤立 子 解 的 量子 展开 中 ,我们 主要 是 求 相 应 
的 经 典 弧 立 于 解 ,然后 去 决定 其 展开 的 方式 ,而 不 会 化 气力 去 
求 其 对 易 关 系 。 对 于 经 典 弧 立 子 解 ,由 前 几 章 的 研究 表明 ,对 
于 一 个 非 线性 的 扩散 型 系统 总 是 存在 一 个 经 典 弧 立 子 解 。 如 
案 是 这 样 , 则 与 时 间 有 关 的 多 孤立 子 或 反 弧 立 于 解 通过 在 /二 
一 oo 时 的 适当 的 渐 近 状态 的 形式 总 是 可 以 建立 起 来 的 . H 
据 最 子 解 的 定义 ， 我 们 便 可 以 用 这 个 经 典 解 为 基础 来 对 我 们 
所 要 求 的 量子 解 对 小 参量 8 作 量 子 展 开 。 可 以 看 到 ， 在 这 展 


开 中 的 最 低 阶 项 ( 即 o[ 点 就 是 经 典 解 ， 下 面 我 们 以 (1 十 1) 
维 的 孤立 子 的 量子 展开 为 例 来 具体 地 说 明 这 个 问题 、 


对 于 (1 十 1) 维 的 系统 的 拉 氏 量 由 (3.1) 表示 。 它 对 应 的 
运动 方程 为 


站 
Pd. — g V (e) = 0 (8.2) 
E 4 


为 了 使 孤立 子 解 存 在 ， 则 了 的 绝对 极 小 值 是 简 并 的 。 为 了 不 
失 一 般 性 eji ik Vep) 的 绝对 极 小 值 为 零 , 则 它 存 在 
ET E; 使 Vgpi) = 0. 

Ж 中 一 上 atx)， 由 《8.2) 式 可 得 到 : 


25 T y'(o)-0 (8.3) 


这 意味 着 有 


L (22) - (е) = 常数 


Ш KOL r T о 为 
Í [Ey LI. e (8.4) 
来 决定 ， 根据 前 面 定 义 的 量子 展开 法 ,其 量子 解 可 表 成 
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— — — — нн н 
= ——  —— = 了 一 ы 一 一 ашты в. 


"r 


m 


p = gole — z) + d.d. (x — z) (8.5) 
将 "从 2 到 ce 求 和 , 则 Ф, 满足 的 正 交 条 件 为 . 

| фе )Ф„(х — 4)dx = nnr (8.6) 
约束 条 件 为 


| Br ф„(х — 2)dx = 0 (8.7) 


而 Ф, 所 满足 的 本 征 方 程 为 8 
E + V”(e) | ф(х — z) = wp lr — z) 


(8.8) 

我 们 若 引 人 正则 动量 r MEIRE m, MARRI 
Hamilton ОК 

Н = 1 5 (лі + 0291) + т (8.9) 


UL. 


相应 的 能 谱 为 
E = m, + >` N o, 
т, m, 分 别 为 孤立 子 未 重 整 化 和 重 整 化 后 的 质量 。 在 忽略 辑 
射 修正 下 ,有 
" ES 
Ox 


т == m, = 87 | 


具体 求解 (8.4) 和 (8.6) 一 (8.9) 式 , 便 可 以 完全 决定 (8.5) 
式 的 量子 展开 。 例 如 对 于 形 如 


Se _ Өр | 3. 
v EPIS 


的 SG Jg EERJSELAL-T- —— 38 НОЯ RERU ECT (NEZ 
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p) =ға £ tan t = + q b, (z = zy Ë) 


e* 


E = In(ch(rasp)) (—% S £ < co) 


P, WS E. 
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第 十 一 章 “凝聚 态 物 理学 中 的 陨 立 子 


对 于 “孤立 子 问题 "， 当 前 研究 的 一 个 重点 就 是 寻求 自然 
界 中 什么 样 的 物质 在 作 孤 立 子 运动 ? 它 有 什么 性 质 、 特 点 ?在 
第 一 章 中 我 们 已 举 了 许多 具体 的 物理 过 程 的 例子 ， 说 明了 在 
自然 界 中 存在 着 大 量 的 孤立 子 运动 。 但 是 又 如 何 从 一 个 具体 
的 过 程 来 求 出 物质 的 孤立 子 运动 形式 。 在 前 一 章 中 我 们 已 就 
基本 粒子 物理 中 的 孤立 子 问题 作 过 研究 。 其 实 ， 这 种 物质 运 
动 形式 还 大 量 存在 于 凝聚 态 物 理 、 等 离子 物理 ,流体 力学 、 天 
体 物 理 、 海 实学 ,分 子 生 艾 学 、 材 料 科学 和 统计 物理 等 中 .万 
zc ORG WIRE UO SH, EHE SE IRL Uc, Rs o, k 
体 和 铁 电 体 等 中 更 加 明显 可 见 。 这 是 由 于 凝聚 态 物质 由 大 量 
原子 、 离 子 分 子 因 很 强 内 育 力 而 集聚 起 来 的 物体 。 在 适当 的 
条件 (如 高 压 \ 高 密度 和 低温 等 ) 下 ,体系 的 非 线性 作用 变 得 非 
常 明 显 时 ， 其 中 的 粒子 可 通过 某 种 作用 ， 耦 合成 一 种 特殊 的 
“ 准 粒子 ”状态 而 作 孤 立 子 运动 ， 当 孤立 子 以 “ 准 科 子 ”方式 在 
凝聚 态 物质 中 运动 时 ， 将 伴随 着 一 些 物理 现象 的 发 生 如 电荷 
密度 波 和 自 旋 密 度 波 和 违反 欧姆 定律 的 电 输 运 现象 等 。 例 如 
一 维 链 状 晶体 ( 它 的 晶体 结构 象 一 条 链子 , 链 与 链 之 间 只 有 微 
弱 的 相互 作用 ,例如 入 工 合成 的 有 机 导体 TTF-TCNQ 就 属于 
链 状 晶体 ) 若 以 晶 格 位 移 作 为 自 变量 , 则 可 以 用 p 场 方程 来 
描述 这 种 链 状 晶体 ， 发 现 其 中 存在 的 亚 结 构 一 一 畴 壁 就 是 gp 
场 方程 的 孤立 子 解 ， 它 的 能 量 及 存在 的 电荷 密度 波 和 实验 所 
得 的 结果 十 分 吻合 . 

元 其 应 当 指出 的 是 超导体 (包括 液 氨 超 流 态 ) 中 的 孤立 子 
运动 现象 的 问题 ， 这 是 因为 起 导 态 是 在 体系 的 对 称 性 自发 破 
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缺 后 形式 的 相干 态 。 在 其 中 ， 电 子 之 间 的 非 线性 作用 起 着 重 
要 作用 。 难怪 于 因 发 现 超 导 隧 道 效 应 而 获得 诺 贝 尔 奖 金 的 
Josephson 在 其 受奖 演讲 中 特别 强调 了 超导体 的 对 称 性 自发 破 
上 葡 问题 的 重要 性 , 而 怡 好 Higgs 场 又 与 对 称 性 自发 破 缺 紧密 
WER. AE, 孤立 子 在 超 导 研 究 中 占 着 重要 地 位 是 可 以 想象 
得 到 的 。 在 这 一 章 中 ,我们 将 以 超导体 、 铁 电 体 ,固体 和 晶 格 
振动 等 几 个 具体 物理 过 程 和 现象 为 研究 对 象 来 建立 其 运动 方 
程 。 并 用 所 求 得 的 孤立 子 解 来 解释 在 其 中 所 发 现 的 一 些 物 理 
现象 。 最 后 还 要 对 和 N 个 孤立 子 系统 的 统计 规律 作 一 些 研究 ， 
这 样 做 的 目的 是 使 我 们 明确 如 何 通 过 一 个 具体 的 物理 过 程 来 
建 并 起 孤立 子 的 运动 方程 ， 


第 一 节 ”超导体 中 的 孤立 子 运动 
在 超 导 现象 中 ， 传 导电 子 通 过 晶 格 振动 ( 声 子 ) 而 辜 合 成 
的 束缚 电子 对 的 波 函 数 (宏观 量子 波 函 数 或 序 参量 ) 常 表 成 
e) 一 pi(r)eem pi(r)ocw hlr) AD) 
h, 超 导 电 子 对 的 密度 ，1935 年 Landau 用 p(r) 表 出 了 超 导 
体系 的 自由 能 密度 在 有 电磁 场 А 存在 时 应 为 
вн = 1 + а ФС) + lo) 


下 
ed iBV < 4С) pr) 


2 ar. 
+ 20) r) (1.2) 
т 


这 里 fo 是 正常 态 的 自由 能 ， AC) 是 所 加 电磁 场 的 矢 势 ， 
h(r) — v X A(r) 为 超导体 内 了 点 的 磁场 , a, B 是 与 了 有 
关 的 常数 。 而 超导体 的 自由 能 可 表 成 ; 


Fa = | fsudr = Fa + {alg + tor 
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+ 一 — у —^ < A(r)gG jl 
Kr) ! 
^H je (1.3) 


由 Fsn 极 小 的 条 件 即 变 分 8F sn = 0, 则 可 得 到 超导体 中 有 
名 的 Ginzburg-Landau(GL) 方程 中 为 


- (- ilv 一 2 AJ g + 2p + В| ф|?ф = 0 
ІА. (29у = 2e A) p - 0 

J -а (1.4) 
р” = =Ë (grGD)ve(r) — eG)ve*G)) 


— 


x  e*(r)e(r)4) 


这 个 方程 组 也 可 以 表 成 : 
ET [v — 2°) АССР) eG) 
- ule Cleo) =o 


(1.5) 
AO - «зн LOO 
HE (gtG)vgG) — eG)ve*G) | 
其 中 ， 


polr) = pau, =V h 
ho 是 当 磁 通 线 不 存在 时 的 超 导 电 子 对 密度 。 这 里 
V x à = r iC), V X À = Ar) 
S(T) Е S aR BUR TE, £T) = #P/4ml|a(T)|, АСТ) 
REGRUE.KIGL 28, K = А(Т)/Е(Т). 
XT 
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H, 为 热力 学 临界 场 ， 玉 ， 为 下 临界 场 ) 的 混合 态 。 在 热力 学 
平衡 状态 下 ,可 以 直接 求解 . 在 ` 
HSHT) (Н. = ү 2 КНАТ) 
是 上 临界 场 ) 时 ， DJ 很 小 ， A(r) == H.,X ? , ill (1.5) 式 可 
近似 为 以 下 的 线性 方程 式 外 , 即 
Рет) (5 — 2 нах?) фб) + С) = (16) 


它 的 解 为 І 


H, — (KOHT) Ye 
H> наст) (= 75 Qnin) 


p(X, Y) = КҮ e iy 5 (T) 
K 是 任意 常数 ， 上 式 的 线性 组 合 得 到 其 (1.6) 式 通 解 。 即 


(Х,У) = py 9. Crete pm "76 0E! (1.7) 
ф , tp 


fi wa — 20 


在 理想 的 第 D 类 超导体 中 ,利用 已 有 的 物理 条 件 ， 可 确 
定 其 (1.7) 式 的 一 些 常 数 , 则 (1.7) TRR: 


» = Eur tiy (УЗ д x 
PLX, Y) — Copoe "HG У e AY M ex! š ) (1.8) 
п — 50 


п.(Х, У) = |. (Х,У), 显然 它 具 有 三 角形 对 称 性 ， 晶 格 
ERA 
2x 


с Агу 


Вр: 
qux, y + ma) === pr(X, Y) 


ki ;2m 
(«+ 1, cos, y + сов =) = e ёа Ф.(Х,Ү) 


(1.9) 


其 中 , !， 普 为 任意 整数 。 

由 这 个 解 ,就 可 以 得 出 在 理想 的 第 H 类 超导体 中 ， 磁 通 
线 或 涡 旋 线 是 三 角形 周期 性 排列 的 ,这 种 结构 称 为 Abrikosov 
结构 ~ 这 种 结构 已 为 实验 所 证 实 ， 在 不 理想 的 第 H 类 超 导 
体 中 ,从 整体 来 看 , 涡 旋 线 不 是 三 角形 分 布 的 ， 但 其 局 部 仍 有 
此 分 布 。 我 们 可 以 证 明 这 种 磁 通 线 ( 涡 旋 线 ) 是 十 分 稳定 的 ， 
每 一 株 磁 遂 线 所 具有 的 能 量 为 


s = p,H.(T)1,K [Ау 2хК 

М№ (1.4) 或 (1.5) 式 可 以 看 出 ，GL 方程 是 非 线性 偏 微分 
方程 组 ,按理 它 应 有 孤立 子 解 存在， 例如 在 《1.4) gk (1.5) X 
中 令 4 一 0 时 , 便 得 到 质量 为 2m, EL T3129 2e 的 电子 对 所 满足 
的 非 线性 Scbridinger Jj fexX. "EHE BUM ( 钟 型 ) 孤 立 子 解 
也 是 人 所 共 知 的 事实 。 此 解 早 已 由 de Gennes cR xg". {Н 
是 在 4 天 0 时 ,求解 (1.4) 式 或 (1.5) 式 的 弧 立 子 解 是 十 分 困 
难 的 。 最近 Jacobs 等 人 中 用 Abel, Higgs 场 方法 研究 了 这 个 
[n] fii , 

他 们 把 超导体 的 自由 能 表示 成 : 


z 
r= Ef [Hla — E a) e | + L rar” 
e 2 | 4 


1 .; 2 4] p. | Р 
+12010] 1| a's (1.9) 
其 中 
F; = 0,4; — 8; A; 
iiem 1,2,3,0,— 2 VEA 
A 是 规范 电磁 场 和 拓 势 , 1 是 耦合 常数 ， 


运用 Euler-Lagrange 方法 ,上 式 可 得 到 : 
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(0-1) (8- Z 2)e(8— Ed) 


х (o 4) o — +rep- =0 (1.10) 


M554 — 454 一 ip2p + іфдф — ӘАфф = 0 

注意 - Јасооз 等 人 仅 研究 场 组 态 在 沿 确定 的 第 三 轴 的 平移 时 
有 不 变 的 情况 ， 这 时 场 仅 依赖 于 m, = 和 4. 一 0。 因此 可 
it 


z = x, + its gom x, — ix; 


А = > (4 —id), A= = (A, + iA) 


м hc 
е|ф|‹ 
А; = |p| A, [pli = C 
他 们 进一步 假设 : 
p= fr), A= —(ni[2zx)aCr) 
r= |z|, f(00) == а(оо) = 1 
HHJ (1.10) 式 可 变 成 


dtl 14} — "D iai =n 
dr? * dr 


$ = |ф»|Ф 


RI 
~ 


up (1.11) 
da 1 da — eM x 
dr? т dr (e — Df RM 
Rh, 与 磁 通 量 有 关 , 即 
0(В) 一 二 | x н 7- 
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wieg | 
KG) = 1e e >, Geh) 


a(r) = | + e^? S (аР) 


RA (1.11) X, Jacobs 等 人 用 变 分 方法 ， 求 得 了 两 个 磁 通 
线 之 间 的 相互 作用 能 与 两 磁 通 线 间 矩 4 和 场 与 电磁 场 4 之 
[RAS Ar ACA 之 间 的 关系 。 计算 结果 表明 : 对 于 1 一 1 . 
时 ,两 榜 通 线 之 间 相 互 吸引 , 当 1 二 1 时 两 磁道 线 之 间 是 排斥 
的 ,在 1 一 1 时 ,无 相互 作用 。 他 们 还 用 数值 积分 方法 ， 求 出 
TÆ 1—1, 和 4d 一 1,2,3, 4 时, 两 个 磁 通 线 的 能 量 密度 
s,1Z 9 和 磁场 五 的 分 布 。 其 结果 如 图 11-1 Ж, 

以 上 是 在 大 块 的 同一 超导体 中 , 超 导 电 子 对 的 运动 情况 ， 
下 面 我 们 来 研究 超 导 电 子 对 通过 有 相位 变化 的 弱 相 连 超 导 结 
时 的 运动 情况 ， 

对 于 这 个 问题 ,1962 年 Josephson 从 理论 上 预言 ,如 果 超 
导体 -氧化 物 -超导体 结 (Josephson 结 ) 的 氧化 物 层 很 薄 (~ 
10 一 30A), 氧 化 物 双 方 的 超导体 仍 有 弱 的 连接 ， 电 子 对 仍 能 
FRE, 而 形成 直流 的 Josephson 效应 。1964 年 由 实验 

所 证 实 , | 
| 结 与 电磁 场 相 互 作用 时 出 现 的 一 些 现象 称 为 交流 Jose- 
phson 效应 。 如 果 在 结 的 氧化 层 双方 加 上 电压 V, md 
从 化 学 势 高 的 一 方向 化 学 势 低 的 一 方 通过 氧化 屋 ， 此 过 程 是 
无 能 量 损耗 的 。 这 就 多 出 了 2eV 的 能 量 ， 按 能 量 守恒 定律 ， 
这 部 分 能 量 以 电磁 波形 式 发 出 ,其 频率 满足 : "2eV 一 如。 另 
外 ， 如 果 用 微 玻 从 外 部 照射 到 Josephson 结 上 ， 并 使 用 偏 流 
源 ， 则 在 I-V 《〈 安 - 伏 ) 特征 曲线 上 出 现 一 系列 的 等 电压 阶 
梯 ， 其 第 = 个 阶梯 的 电压 V. WE Va = nhv/2e 或 2eV ,= 


. 341. 


. А тїш —— —P n er рр... вт. š miri — y — Т7 7 


ШИРЕ у 


JHH 


Li 


керү 


nm da mee E 


L 
En 


/ 


„ы e a. чы 


tarte t 


(b) 


bycsd) 时 ;两 个 


物质 场 隐 大 小 (中 )， 和 磁场 (下 ) 的 分 布 


应 于 Ta 


s 25 3, 4 (ZYF BIB 


1 MAE d = 1 


ТЕА = 


l 


WERE M E ECE), 


9342 • 


图 1l 


nhv， 这 些 现 象 已 在 实验 中 多 次 观 罕 到， 研究 表明 ,它们 和 起 
导电 子 对 通过 超 导 结 时 所 引起 的 位 相 的 改变 AB = g 直接 
相关 ,并 由 此 引起 Josephson 电流 的 出 现 和 磁 通 线 的 变化 ,和 而 
且 可 沿 着 超 导 结 进行 传播 ,下面 我 们 来 研究 这 种 运动 的 规律 . 
在 超 导 结 上 所 存在 的 人 所 共 知 的 Josephson XAAS 

j= J.sin p, à 99 一 2eV 

Or 

(1.12) 


Op 2ed Op Zed 


aar a n OU = Hs (e 0.00) 


(112) 式 不 是 一 组 封闭 方程 。 因 为 e 和 互 不 知道 ， 通 常 要 和 
Maxwell 方程 ， 


v x H= i 
€ 
联 立 求解 ， 在 H= (Н,, Н,,0) 的 条 件 下 ,有 : 
2- HG y, 1) — 5 Hx, Y, 1) = V Ка, y, г) 
(1.13) 
又 因为 
J= JCs ys t) + rs y, t) + J (z, y, t) + L (1.14) 


这 里 j, 是 结 中 的 正常 电流 密度 ,如 果 结 上 有 电阻 RO), 而 
且 两 边 也 存在 电压 时 , y, = V/R(V). 天 UERN, 可 表 


Bue O, 1. 是 常 电流 ， 把 (1.12) 一 (1.14) 式 联 立 求 


解 ,可 得 到 
te (D a Bu) te (he 29 
e*d Әх? ду? c \e* dr 
h d We 
e* R LIE sing + I, ) (1.15) 
x 


V (二 J; 
° Хей ' RC 
1 -( с?й ) 4lyxe* d 
J I ü 
darde" hc? 
MU (1.15) 式 变 成 ; 
б v, D-e)-— Ling h (1.16) 
J 


| — p + | 
š 8: 
ix — “нр Se £i ch ПУАШ S rp ЕРА Sk AU ПУ RB 3 p Rh Е 


mmm 
当 结 中 无 Josephson WE л, = 0 K ;j,— 0 Hj, (1.16) 


式 变 成 : 


E,- y, 
d 


可 得 : 
4 
12 L.X 
Vi 8t 


这 是 一 组 关于 电磁 场 的 疲 动 方程 ,其 解 代表 沿 阻 尼 系 数 76 的 


结 平 面 传播 的 电磁 六 ,而 这 时 电磁 疲 的 传播 速度 为 Vi 
在 一 般 情况 下 ,超导体 中 j, 很 小 , 即 单 电子 的 结 电阻 R 


很 大 时 ,可 认为 7-0, Bj (1.16) 式 变 成 : 


在 平衡 态 ( 即 与 无 关 ) 时 。(1.17) RER: 
Vip 一 gie (1.18) 
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在 一 维和 弱 磁 场 条 件 下 ，(1.18) 式 变 成 : 


EE 4 
vo T p 

其 解 为 

çG) = — 220 peor, 

йс (1.19), 

H(x) = He] 

在 二 维 下 为 
plr, y) TRE 4e* dà, Не 0*9?! y 
: йс (1.20) 


H(x, y) ыы Н+ 
这 正 是 超导体 中 发 生 的 Meissner 效应 。 2 是 Josephson £f 
XH. 
在 一 维 下 ，(1.18) 式 的 解 为 : 


ф == 4tan™!e 
这 是 静态 结 状 孤立 于 . 

由 (1.15) 式 描述 的 系统 ， 是 对 称 性 自发 破 缺 的 系统 , 它 
存在 无 穷 多 个 简 并 的 基态 ， 因 此 这 时 出 现 孤 立 子 解 是 不 成 问 
题 的 。 则 (1.17) 式 对 (1 十 1) 维系 统 的 结 状 孤立 子 解 是 我 们 
都 很 熟悉 的 了 , 即 为 ; 

= х — ut 
p. + tan e| + m VIE : | 
[. + +” РА (1.21) 
“—-„”® КЕЙ ЛТ 
这 表明 相位 场 在 作 狐 立 子 和 运动。 从 而 伴随 着 Josephson Ж 
应 的 产生 。 对 于 (1.21) 式 的 孤立 子 的 质量 为 
A Bm’ [т 1 
М“ = ҮА ELI 4), 


也 可 证 明 这 种 孤立 子 是 稳定 的 ， 
以 上 研究 的 是 无 达 界 条 件 的 Josephson 结 的 SG 方程 的 
解 ， 但 它 并 不 普遍 。 实 际 上 ， 一 般 的 超 导 结 都 具有 一 个 确定 
的 边界 条 件 或 接 有 用 电器 。 这 种 情况 的 SG 方程 就 难以 求 
解 。 最 近 Scott 和 Constabile FA” 进行 了 广泛 研究 ， 由 于 
复杂 ,下面 仅 列 出 结果 .对 具有 确定 边界 条 件 如 : 
qp, (0, 1) = PaL, =0 (1.22) 
则 Sine-Gordon 方程 的 解 又 为 何 呢 9 Lamb 曾 得 到 这 种 情况 
下 SG 方程 的 解 为 ; 
ф(х, 2) = 4tan ! [h(x)g(x)] (1.23) 
其 中 上 4 和 ?是 一 般 的 Jacobian Ж ДРАЖ. CWE: 

(KY = aht (1 + b)? с Д 87 а сЕ А Pg — a 
(a, b, c 为 任意 向 数 )。 Constabile 等 人 ”给 出 了 有 振动 的 孤 
立 子 波 的 三 种 基本 解 ,为 : 

d) 等 离子 振荡 解 , 其 形式 为 ; 


к,), ont 0!, 2] 


22 EX Вх 
g = ап | Аса AT 
这 里 
кт = AIPU + А?) + 1] 
| PO + A) 
_ A'LO'(1 + 47) — 1] 
E + ay 
9,8 和 4 服从 非 线性 鱼 散 方 程 ; 
g’ В" ЕЕ 


K; 


1 — А? 
1+ 4? 


由 边界 条 件 所 要 求 的 周期 性 ,我们 得 到 ; 
ZN 
Ём Dess For K(K,) 
这 里 ， N = 1, 2, Е :是 稳定 波 的 结 点 数 ， K(K,) 是 第 一 类 完 
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ЖБЕК. 

(2) 呼吸 子 振 葛 解 : 它 可 以 采用 两 种 形式 ，(a) 局 域 在 
Josephson 结 中心 的 涡 旋 - 反 涡 旋 束 缚 态 。 СЬ) 在 Josephson 
疡 氮 处 的 涡 旋 所 约束 的 虚 的 反 涡 旋 的 状态 。 这 解 为 : 


ф = 4tan ` f Adn CE K,), sn( Qi; кә 


O1 1 一 广 (1 十 4 
| (1 + Л) ) 
A'[1 — Q'(1 + A°)] 

O i + 47) 
其 非 线 性 色散 关系 为 : B= OA. 由 开放 边界 条 件 所 要 求 : 

В. = (z) K(K;) 
(3) 涡 旋 线 振动 解 , 其 形式 为 : 
E! Bs * = 
g = 4tan N (= 3 Ki)» (0r; к] 


Кі 一 


Al 一 n” 
; СВ А2) (4^ — 1) — 
кеч i-( ВСА? — 1) ) 
1 ШОТА Ded 
дой: | О?( А? — 1) ) 
其 非 色散 关系 与 上 相同 


对 于 有 消散 结构 存在 一 般 方 程式 (1.16), RAE b 和 
Ze fj, 并 且 两 者 相等 而 相互 抵 销 后 ， 才 可 求 出 一 个 稳 


定 的 孤立 子 解 来 ， 其 解 仍 为 (1.23) 式 ， 由 于 Sine-Gordon Jj 
程 具有 Lorentz 不 变性 , 即 在 

х-=х —(x-—uD/(l-—wu)", 

бЄ-»' = (г их) (1 — шу 


下 不 变 , 则 解 为 
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ve omen | crai mde] om 


这 种 摆动 (wobbing fluxon) Ыш. 
如 果 结 的 一 端 是 接 电阻 , 即 (1.22) 式 变 成 : 
ү 1) = 0 
\—ф,(1,, t)/ PLL, D) = R, 
在 这 种 情况 下 ,形成 以 速度 и = —р,/ р, 传播 的 横向 波 。 当 
g 为 常数 时 ， 解 (1.24) 式 为 单纯 的 横向 波 。 Е 不 为 常数 
时 , 解 (1.24) 式 不 能 满足 边界 条 件 (1.25) 式 。 我 们 期 待 电阻 
在 一 疹 终 止 ， аа 
涡 旋 振 荡 解 ， 


(1.25) 


如 边界 条 件 改 为 : 
ф.(0, ғ) — аф,(0, ғ) = 0 
pL, t) T Bo, CL, t) 一 0 人 ° (1.26) 


px, 0) = F(x, 0, n) 

Ф,(0, x) т Fr, 0, п) 
则 对 应 的 Sine-Gordon 方程 的 解 为 : 
F(x,1, п) = 4tan™ exp > = Ва a | 
Àj 1 == z. 


+ (n — 1)4tan"'exp | = J (1.27) 


Aj — i 
其 中 ， 第 一 项 表示 初始 位 置 和 速度 分 别 为 хо 和 u 的 涡 旋 


的 第 二 根 涡 旋 线 的 运动 . 

从 以 上 看 来 ， 涡 旋 线 沿 超 导 结 的 传输 过 程 是 相当 复 淋 的 
物理 过 程 。 在 不 间 的 物理 条 件 和 赵 理 环境 中 ， 涡 旋 线 的 传输 
方程 式 是 极 不 相同 的 ,所 表现 出 来 的 性 质 和 特点 也 不 一 样 .这 
种 过 程 使 我 们 深刻 认识 到 , 涡 旋 线 作为 了 弧 立 子 状态 而 运动 ,是 
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由 于 有 一 个 “ 非 线性 势 场 ” 作 用 的 结果 ， 因 此 ， 这 时 伴随 着 一 
系列 非 平 衡 现 象 在 超 导 结 上 出 现 ， 


第 二 节 ” 铁 电 体 中 的 孤立 子 运动 


我 们 已 知道 ,在 铁 磁 体 中 的 畴 壁 有 两 种 位 形 组 态 , 其 中 之 
一 是 Ling 畴 壁 (对 于 较 大 的 单 轴 各 向 异性 体 )。 另 一 个 对 应 
于 Bloch 贱 壁 .这 种 位 形 组 态 的 变化 是 一 个 二 维 相 变 ， 其 序 
参量 具有 空间 螺旋 性 特征 。 由 第 一 章 可 知 , 这 种 Bloch 壁 的 
运动 服从 Sine-Gordon 方程 。 它 具有 扭 结 孤 立 子 解 。 那 么 在 
铁 电 体 中 有 否 类 似 现 象 发 生 呢 ? 现 研究 表明 ， 在 铁 电 体 中 也 
存在 着 两 种 类 型 的 位 形 组 态 即 铁 电 相 和 反 铁 电 相 。 这 两 种 类 
型 的 有 序 状况 相互 竞争 而 形成 的 铁 电 畴 壁 的 结构 和 运动 又 怎 
Ао 这 是 值得 研究 的 ， 

当 处 于 有 序 的 铁 电 相 和 有 反 铁 电 相 的 情况 下 ， 人 们 常用 
Landau 理论 来 描述 它 ~""。 和 铁 磁体 情况 一 样 ,也 要 5 引 人 有 
序 参 量 。 如 果 用 P, 和 P, 作为 两 种 子 晶 格 的 极 化 强度 ， 则 
系统 的 自由 能 可 吉成 : 

F 一 „САРУ FP) Fi (Pi 十 Pi) 
+ Р.Р, + Е (Рі + PY (42 0) (21) 
现在 我 们 引 人 两 个 变量 ,对 应 于 铁 电 性 和 反 铁 电 性 , 即 
1 1 
в = 一 《Pi 十 Р,), 4 = ———(Р,— PJ) (22) 
/2 V2 
则 自由 能 可 表 成 : 
© F= уву + (улу + B’ 


= 3495 


十 — A: + < (в? + А) (2.3) 


4 4 一 0,8 = +V — (а + bd 时 是 铁 电 相 ,在 В = 0, 
А = + Vš аја 时 是 反 铁 电 相 ,其 相 图 如 图 11-2 Br. 
中 B,4,P 区 域 分 别 表示 铁 电 相 , 反 铁 电 相 和 上 顺 电 相 。 1 区 
表示 在 铁 电 根 中 存在 有 反 铁 电 特 征 时 所 形成 的 畴 壁 ， II 区 域 
表示 在 反 铁 电 相 中 存在 有 铁 电 特 征 时 所 形成 的 畴 壁 ， 所 以 ， 
WE b 变化 时 ， 则 在 6 = 0 处 我 们 就 得 到 铁 电 相 到 反 铁 电 相 
的 一 级 相 变 。 这 种 现象 已 在 最 体 如 P65(Zr_:Tis)0， 中 实际 
观察 到 ， 从 而 证 实 了 上 述 理论 是 正确 的 . 


d 
| 


| 
| 
| 
БЕ 


E 11-2 важен. 


由 上 可 知 , 铁 电 祖 和 反 铁 电 相 完全 处 于 对 称 的 情况 之 中 ， 
因此 以 下 我 们 只 研究 铁 电 畴 壁 。 由 Euler-Lagrange 方程 可 得 ; 


po (a + b)B — d(B' + A)B = 0 (2.3 
cA + (b — ajd — d( B! + AA == 0 
当 4 二 0 时 ,得 到 8B 的 类 -q” 场 方程 式 


c'B — (a + Б)В — 4В* = 0 (2-4) 
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此 方程 的 孤立 子 解 即 铁 电 暑 壁 是 很 容易 求 得 的 , 即 


_а+ 5 lo 
BG) = d | tanb( J- 0) (2.5) 


现在 我 们 来 研究 这 种 畴 壁 的 稳定 性 。 ВЕ БК В, 
(*) 的 小 粕 发 ;如果 我 们 取 铁 电 相 和 反 铁 电 相 的 有 效 密 度 为 ру 
和 o, (为 简单 起 见 设 o, р, 一 了), 并 把 8B 和 44 表 成 

B = B.(z) + В,(х, 1), A= A(x,1) (2.5) 
将 (2.6) 式 代 人 (2.3) 式 , 在 一 阶 近 亿 下， 我 们 可 得 到 本 征 方 
程 为 ; 


(P = —c B, + (a + b)B, 
É ETT 5)Bitanh х 2+5) 
ae У 
А, = —су%А, + (a — Б)А, (27) 


| -r pane [- 25) 


很 容易 求 出 以 上 这 类 Schródiger 方程 的 本 征 能 谱 来 ， 如 果 这 
些 方 程 的 本 征 值 是 正 的 ， 则 这 个 系统 是 稳定 的 。 对 于 第 一 个 
方程 , 它 的 本 征 值 都 是 正 的 。 对 于 第 二 个 方程 我们 可 写 出 其 


最 低 本 征 值 为 poi 一 “一 


-所 以 如 果 а> 35， 能 抑制 这 种 反 铁 电 涨 落 而 使 睹 壁 是 
稳定 的 。 如 果 35 > a， 则 因 这 涨 落 作用 大 而 使 系统 处 于 不 
稳定 状态 ， 在 阅 值 3 2 附近 ,对 于 «e 表现 出 一 种 软 模 
行为 ， 因 此 ,在 合作 的 过 程 中 , 畴 壁 改 变 了 位 形 组 态 ， 

关于 非 线性 方程 组 (2.3) 式 ，Sarker 等 人 外 已 进行 过 研 
究 。 我 们 这 里 列 出 其 两 组 解 , 即 : 


a) 35 一 4 一 0， s= j- AEE anb( ‚ ү @®®), 


А == () 
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Jaa Bza. 1 

| 4 chle — 2ble ) 
由 此 看 到 , 反 铁 电 分 量 的 振幅 正好 是 我 们 问题 中 的 有 序 参 量 . 
因此 上 畴 壁 表现 出 一 个 反 铁 电 分 量 ， 

有 趣 的 是 , 当 上 & 趋 近 于 0 时 ,在 铁 电 - 反 铁 电 相 变 附近 , 反 
铁 电 分 量 的 宽度 是 发 散 的 。 这 表明 ,在 发 生 一 级 相 变 时 ,在 畴 
壁 内 ,新 相 的 核 化 过 程 已 出 现 了 ， | 

Д ЕЕ ЖЕ FR А ВЕ ЕЙ, BDTEIS f E В BE ro 
存在 有 和 铁 电 分 有 量 。 当 附加 一 梯度 场 时 ， 这 种 结构 是 十 分 敏感 
的 。 如 时 我 们 和 和 铁 电 情况 相 比 较 。 便 会 给 出 一 个 有 效 场 

É = (gradE) x ё, 

5 是 畴 壁 的 宽 ,为 We/ 一 25。 有 效 场 一 般 是 很 小 的 。 我 们 可 
预料 以 上 情况 也 在 铁 磁 - 反 铁 磁 相 变 中 发 生 喇 。 


第 三 市 “关于 固体 的 耦合 系统 中 的 孤立 子 


在 固体 中 所 发 生 的 现象 是 千差万别 的 ， 正 如 在 第 一 章 所 
指出 的 那样 ， 如 果 考 虑 原子 振动 的 非 谐振 性 所 引起 的 声学 模 
式 和 光学 模式 ,将 伴随 着 波 包 型 的 孤 开 子 运动 9 它们 发 生 在 
单一 模式 的 非 线性 系统 中 。 如 果 在 固体 中 存在 两 种 模 陈 的 看 
合 的 系统 ,那么 情况 又 会 怎么 样 吧 ? Moskalenko 等 人 "研究 
了 激 子 -电磁 模式 的 耦合 系统 和 双 能 级 原子 -电磁 模式 《twe- 
level atom-electromagnetic mode) HG RAREN RAME 
中 有 被 包 型 的 孤立 于 运动 。 这 一 研究 启发 了 Nelson, 他 接着 
研究 了 光学 模式 -电磁 模式 的 看 合 系统 (在 这 当中 的 线性 正弦 
AMA (linear Sinusoidal excitation). 称 为 极 化 于 《polariions)) 
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apod os è a 
ч : {ЇЇ шш+шш = ra =: ——. 


和 光学 模式 -声学 模式 的 耦合 系统 的 情况 “9。 研究 表明 其 中 
也 存在 孤立 子 运 动 。 在 这 样 的 物理 系统 中 为 什么 会 出 现 扳 立 
子 运动 呢 ? 为 了 明确 它 的 物理 起 源 ， 我 们 来 落 虑 一 个 光学 模 
式 ， 它 的 势能 包括 了 光学 模式 振幅 的 二 次 项 和 四 次 项 ， 我 们 
假设 每 一 项 都 可 产生 一 个 恢复 力 (reriormg force) ,虽然 二 次 项 
对 应 的 恢复 力 是 很 小 的 。 换 名 话 讲 。 我们 考虑 的 是 在 相 变 温 
EZERRE (Soft mode) 行为 。 如 果 这 种 转变 是 铁 电 - 顺 
电 相 变 ， 则 我 们 将 研究 一 个 电磁 破 和 一 个 光学 模式 的 耦合 情 
D. 如 时 这 个 转变 是 一 个 铁 弹 性 - 响 弹 性 《Ferroclastic-para 
elastic) 相 变 ， 则 我 们 将 研究 一 个 声 狼 和 光学 模式 的 耦合 情 
况 。 在 这 两 种 情况 下 ， 对 于 行 玻 的 耦合 项 都 能 引起 二 次 项 反 
号 而 变 成 非 恢复 力 。 因 此 ,在 相互 作用 时 ,光学 模式 的 有 效 势 
能 便 有 两 个 极 小 值 。 众 所 周知 ， 这 样 一 个 双 势 阱 的 势能 曲线 
的 存在 ,很 彰 在 拓扑 性 孤立 子 中 的 简 并 真空 一 样 ,从 而 引起 了 
孤立 子 运动 的 出 现 。 下 面 我 们 来 对 这 样 的 耦合 系统 作 理论 研 
3t. 

首先 来 研究 光学 模式 和 电磁 模式 的 耦合 系统 。 我 们 现 先 
构造 在 这 一 系统 中 光学 模式 和 外 加 的 电磁 模式 的 非 线 性 相互 
作用 。 它 可 由 一 个 电场 本 征 模 式 的 标量 振幅 上 的 电场 波动 
方程 


ва 2 BP ^ e? BP (4) 

和 一 个 光学 模式 的 标量 法 向 (normal) 坐标 ?的 非 线 性 力 方程 : 
а?у А = 3 

m Br Any Аһу + gË (3.2) 


所 描述 ,这 里 ，K， 是 在 高 本 光学 模式 的 共振 频率 的 频率 范围 
RIMER. 9 和 т 是 同 光学 模式 相关 联 的 电荷 和 质量 密 
E. An 和 An 是 光学 模式 的 线性 和 非 线性 恢复 力 项 所 对 应 
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的 特征 常数 ， 我 们 仍 假 设 4. 0, 4 之 0， 这 里 的 光学 恒 
式 的 势能 在 > 一 0 处 有 单一 的 极 小 值 。， 而 晶体 的 非 微 扰 状 态 
В: У = ОЕ = 0 11, 
现在 先 求 出 其 稳定 的 准 脉冲 式 解 。 为 此 在 (3.1) 式 中 作 
坐标 变换 : E= z— Vi, MM (3.1) 式 变 成 
ФЕ V'q д?у 1 


AQ 49) 


Og в Og (с'— Kav’) 
再 积分 两 次 ,可 得 到 : 
Е = V'aylsy( c — K,V?) (3.3) 
为 了 请 足 边界 条 件 ; 
з= у жасты сш 0 (E- +оо) (3.4) 


因此 在 (3.3) 云 的 两 个 积分 和 数 我 们 都 取 作 零 。 
对 于 光学 模式 的 运动 方程 (3.2) 现 变 成 


1 
my? s: CROP uya (3.5) 


这 里 已 将 (3.3) А (3.2) Т. Ж, 
Аю = do — v Vi — V°) 
Vi = 2/K,, Vi = JK: 
K, = K, + 4 | s 4. 
K, RET Жл ЖИЙИ ЕНДИ Я fs БОЛУЛ Ий. 对 于 
(3.5) 式 要 有 和 孤立 了 于 解 存在 ,必须 有 
A,=<0, BD U,< TV < T, (3.6) 
ух K ВИ A T- B SEE fe PF BIG ТЕ 818 I£ TR uE УЖЕ ña FSI 
Ex 
ТЕҢ ЖҮКЕ LL ЭЖЕНИ А НК, ЕЈ C DN 
ТА 27: 
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y 一 yosechK (E — Eo) | 
| ЕУ, Ра (3.7) 
| Е 一 VVA sechK(E — E) 
其 中 , 光学 模式 的 振幅 y。 一 4Kzjr， 准 - 波 矢 为 : 


К 一 (2) (V! — V,y^l(Vi, — VV} (3.8) 


| E 是 积分 常数 ,4 是 一 个 面积 常数 : 
a= own) 


wr 和 wr 是 纵向 和 横向 频率 ,有 


的 -的 -am о 


жа (451 m y? 

等 式 (3.7),(3.8) 叫做 Lyddane-Sachs-Teller (LST) 关系 
式 。 一 般 来 讲 ，F 和 V, 被 认为 是 一 个 极限 速度 ,它们 能 由 
产生 频率 中 的 发 射 中 止 范围 即 croceo, 的 光学 模式 共振 
的 高 频率 和 低频 率 仆 来 量度 。 考 查 孤 立 子 解 人 3.7) 必 3.8) X, 
发 现 LST 关系 的 另 一 种 解释 存在 ， 即 了 ， 是 最 大 振幅 的 速 
度 , 也 即 是 最 窄 孤 立 子 的 速度 ，V 是 最 低 振幅 即 最 宽 板 立 子 
BERE, 

(3.8) 式 就 是 孤立 子 的 色散 关系 , 它 胡 示 了 准 波 矢 天 和 如 
度 下 的 关系 ， 由 此 式 使 我 们 看 到 ， 这 个 关系 仅 依 赖 于 介质 的 
线性 特征 ， 这 就 是 说 对 于 一 个 加 有 的 非 线性 波 的 色散 关系 没 
有 包含 非 线 性 特征 。 如 果 我 们 现 定 义 一 个 准 频率 о = KV, 
则 色散 关系 可 以 变 成 一 个 更 明显 的 形式 。 此 时 (3.8) 式 变 成 
DT 
| К? = (w/V, Yol + 0)/(ot 4-0) (3.10) 
将 它 和 不 售 非 线性 参数 ( 即 4% 一 0) 的 单 色 平面 波 解 ( 极 化 
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子 ) 所 对 应 的 色散 关系 dm dio 

Kj = (QV Cot — 2} )/ Co} — 02) (3.11) . 
相 比 较 ( 这 里 极 化 子 的 波 矢 KK。 和 频率 О, AARE, В 
Е ~ exp[i(Kpz 一 Qp1)]), 可 以 看 到 , 如 果 上 式 中 的 K, JB 
;K,Q, 用 io 代替 ,就 得 到 孤立 子 的 色散 关系 。 因 此 和 孤立 子 的 
色散 关系 就 相当 于 具有 虚 波 数 , 虚 频率 的 极 化 子 的 色散 关系 ， 
我 们 在 图 11-3 中 标 出 了 它们 之 间 的 关系 ， 


图 11-3 fW Hh EROR. 
现在 来 讨论 光学 模式 和 声学 模式 的 耦合 系统 。 这 种 相互 


作用 系统 可 用 声学 波动 方程 
Ou | , Ow By 
| pP Ay ӘХ? + An ЭХ (3.12) 
和 光学 模式 的 非 线 竹 力 方程 
а" А 8 
m F = —Axy — Aa! — An = (3.13) 


来 描述 ， 这 里 “是 一 个 声学 本 征 模 式 的 标量 振幅 ，X 是 在 传 
播 方向 上 的 质点 坐标 , Р 是 介质 的 质量 密度 Ao 是 除 光学 模 
式 的 法 向 坐标 外 的 各 种 源 产 生 的 弹性 劲 度 ,du E: y 与 位 移 


* 35б = 


RE í s m s n L o M 一 一 一 一 一 一 -一 


梯度 S“ 之 间 的 耦合 常数 。 其 余 各 量 意义 与 前 面相 同 . 
和 前 面 的 方法 一 样 ， 马 上 可 写 出 上 两 式 的 波 包 型 孤立 子 
EX BU: 
у 一 ysechK(E — E) 
Ou T A uo 
OX — «V'—Vi) 
ER, E= X-— V. 这 里 也 具有 如 前 面 所 示 的 孤立 子 存在 
ЖЕ (3.6),(3.8),(3.9)。 但 现在 
Vi = Аз/о, Vi T (Аһ — Ail Anje, юр 一 (Aal m у^ 
(Aam) 叫 纵向 光学 频率 wzr， 而 不 叫 横向 光学 频率 or, 是 
因为 弹性 顺 度 〈elasue compliance)《 它 是 弹性 劲 度 的 倒数 ) 类 
似 于 介 电 常数 。 这 是 由 于 线性 波 速 正比 于 在 对 应 情况 下 的 每 
一 个 量 的 平方 根 的 倒数 的 ， 因 此 上 式 中 的 那个 频率 对 应 于 顺 
度 等 于 零 的 情况 ,因此 《4w/m》” 称 为 纵向 光学 频率 ， 
固体 中 所 出 现 的 几 种 模式 的 耦合 现象 很 多 。 我 们 可 仿照 
此 法 去 研究 其 它 炉 合 系统 的 情况 ， 


sechK(E — E) 


第 四 节 Тода 晶 格 孤立 子 的 统计 力学 


前 面 我 们 已 研究 了 单个 孤立 子 的 运动 规律 ， 那 么 由 N 个 
孤立 子 组 成 的 热力 学 系统 又 怎样 昵 ? 

对 于 NN 个 Sine-Gordon 和 p' 500 Kink (248) 9L ir FID 
学 体系 的 统计 规律 和 热力 学 量 ,在 低温 下 , 常 可 以 把 这 样 的 准 
孤立 子 看 成 象 无 相互 作用 的 声 子 气体 一 样 来 加 以 处 理 ca-c9. 
但 对 于 非 拓 扑 性 的 Toda 晶 格 孤立 子 系统 。 其 情况 НЖ 
gen, 

我 们 知道 Toda 晶 格 是 具有 最 邻近 相互 作用 的 线性 链 . 
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其 Hamilton 量 为 ， 
He У) (2- йб н — =)) (41) 


Tod: 唱 格 势 为 ， 
V(r)- Pi d —1)-ar 
对 于 小 振幅 的 系统 几乎 可 以 认为 是 谐振 动 ， 其 周期 性 的 解 是 


声 子 。 对 于 高 振幅 的 系统 , 其 周期 性 的 解 是 Cnoidal W, 如 
图 11-4 所 示 。 对 于 Cnoidal 波 可 以 认为 是 声 子 因 非 谐振 所 


e"n- 
=— i а 
n 


Ф) 
图 11-4 Cnoidal (a) Жи APT (h). 
引起 的 变形 .在 低温 下 ,可 简约 为 一 个 声 子 ， 如 果 à cof 
Cnoidal 没 变 成 了 一 个 孤立 子 《 如 图 11-4)。 因 此 孤立 子 是 比 
Cnoidal 被 更 严重 变形 的 声 子 。 其 孤立 子 的 能 量 、 速 度 为 参数 
а URGE. Blue; | 
а sha 
E pinl) = 2 Ue (cha 一 me 


c 


nae n2 zer 3) 


Ela) = Ер + Bpo = 2 P (shacha — a) 


Va) = YES sha 


m @ 


(4.2) 


由 前 面 可 知 : 原则 上 ， 由 一 个 孤立 子 可 以 构成 N 个 孤立 
子 ， 但 是 Toda 唱 格 和 р 场 及 Sine-Gordon 系统 的 能 谱 和 
速度 是 不 同 的 ,如 图 11-5 所 示 , 在 5-С 唱 格 系统 中 其 孤立 
PG MEF 


p —— ——— 
C, 


Е Ыш ДАГЫ 


(a) Tada 26 
y At + + 
e M? , кї? _ 
E= МС: 
(b) Sine-Gordon 
图 11-5 能 谱 . 
子 可 以 和 相对 性 粒子 比较 ,这 里 声速 С, 起 着 光速 的 作用 我 
们 需要 能 量 去 激发 一 个 孤立 子 ， 并 要 给 出 更 多 的 能 量 去 使 它 
运动 ， 和 Toda 晶 格 相反 ，S-G 声 子 是 不 同 于 Kink 激发 态 
的 ， 因 此 在 一 般 情况 下 ， 必 须 使 用 孤立 子 和 声 子 一 起 去 描述 
S$-G 一 一 激发 态 ， 但 Toda 品格 远 不 是 这 样 ， 
对 于 Toda 晶 格 系统 的 Hamilton 可 近似 表示 为 具有 一 个 
自由 度 所 对 应 的 基 元 激发 的 Hamilton 量 之 和 。 即 
Н = H,(P,, 0,) + H,(P,, Q1) + ++ + H,(Ps, Qu) (4.3) 
则 系统 的 经 典 的 配 分 图 数 为 ， 


£ = Z, * £3 т "^b on # м» ИП Z; каш | e PRRP O qP a O, (4.4) 
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把 对 P 的 积分 换 成 对 能 量 E 的 积分 , 则 有 : 


£ = | BP(E, Q) e *tdEdQ (4.5) 
} ӘЕ 
由 Hamilton 方程 : 
= ӘН pm 9H ӦРЕ, 0) „1 6 
9 ӘР?“ ag’ BE Ó P 


将 : 作为 新 的 变量 , 则 由 (4.5) 式 可 得 ; Р 

Z= | dE | NL = | T(E)e-"4E (4.7) 
再 现 ( 周 期 ) 了 时 间 T(E) 是 这 个 激发 通过 相 空 间 轨道 为 : Н 
(P, Q) = E ETHE., Awt TEK А 的 一 个 声 子 ,我 
们 有 : 


ТСЕ = 2ж 
(Е) "TY 
则 
N 2x „ВЕДЕ = 2т 
© c) ю(1)8 

对 于 孤立 子 ， 

2N 

TCE) VCE) 


这 里 N 是 在 链 上 的 立 子 数 ,而 “VV +!” ЖЕ : REAA 
子 所 经 过 链 上 的 立 子 数 。 2 是 对 于 一 个 给 定 的 能 量 E 有 两 个 
可 能 的 速度 了 和 一 了 。 对 于 这 个 孤立 子 系统 的 配 分 函数 = 简 
化 为 : 
° 2N -了 

E oi жы |, VCE) [3 ДЕ (4.8) 

由 于 | 
Z = >Ü eE | p(E)e "dE 


em 


一 + | e rEdPdg (43) 

[ (4.7) 芭比 较 , 可 看 到 T(E) 是 正比 于 量子 力学 状态 密度 
eCE) 的 经 典 极限 的 . 

我 们 注意 其 行 波 的 速度 为 V, 则 孤立 于 的 位 置 的 运动 方 


程 为 ; 
ðH 
Ó = BP = V = const (4.10) 
如 果 假 设 链 是 均匀 的 , 则 五 与 2 无 关 , 并 有 
; 8H 
Pu UH aeg 
до 
m (4.10) 式 可 写成 
dP(E) _ , 1 
dE V(E) EH) 


Wi! (4.6) 式 现 在 变 成 : 


2 | 40-2. N Tis "4E =| "T e QE (4.12) 


它 等 值 于 (4.8) R. 
对 于 一 个 孤立 子 的 作用 量 了 是 正比 于 Р(а) 的 。 即 


J= У фра ~ 3i POO (413) 


如 果 有 一 个 孤立 子 存在 的 话 , 则 P, 和 q, 是 这 个 孤立 子 的 动 
量 和 坐标 。 根 据 我 们 定义 的 孤立 子 的 坐标 和 动量 , 则 有 
J = фра — NP (4.14) 
这 从 (4.13) 式 的 直接 求解 可 看 到 ， 
uw |. Ема): = ТЕ, == 


[7^ паў Bu на) 


= 4№ ^ з (2cha — sha) = NP(a) 
a 
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在 低温 下 ,由 于 孤立 子 并 不 是 Toda SAKA ЕНЕ БИШ, 
而 声 子 才 是 , 则 声 子 的 配 分 函数 为 : 


Z 一 П (| etg) = П i (415) | 


п 1 ñ LER 


在 极 低温 下 ,对 于 无 祖 互 作用 的 孤立 子 系统 为 : 


1 /(2N N fe 2N NN 
Z = L (Га 2271) = (t 5 (4.16) 
N! С, N C. : В 


其 中 ,N! 是 因为 N 个 孤立 子 的 不 可 区 分 性 引起 的 。 对 于 最 长 
波长 的 声 子 有 : | 


E À 2N 
— = — — 一 一 4.17 
Da V, C, ( ) 


所 以 孤立 子 可 以 看 成 是 长 波长 声 子 。 对 于 一 般 声 子 有 : 


о, == 2C, sin A. 
N 


ШЖ T E REZS TU RS yi 8 Bo py ER ROS: 
f т AN Nn 1 *- N 
2n 7 V 2-5) TI "n" са 


та (£y Z iot (4.18) 


因此 ，Zp。 和 相互 作用 的 孤立 于 的 Zo 是 不 同 的 
利用 以 上 的 配 分 嫩 数 ,可 通过 F = — 32 求 出 孤立 


子 系统 的 自由 能 。 从 而 也 可 求 出 比 热 等 一 切 热 力学 量 来 . E 
方法 和 已 熟悉 的 统计 物理 方法 没有 什么 两 样 ， 所 以 这 里 不 用 
лат. 
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